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• Äâèæåíèå òåë â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå íå çàâèñèò
îò ïðèðîäû òåë ⇒
• Ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè ⇒
• Ãðàâèòàöèÿ åñòü ÿâëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîå

Ïîñòóëàò: Äâèæåíèå â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå
åñòü ñâîáîäíîå äâèæåíèå ïî ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè
èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

• ÎÒÎ � òåîðèÿ ãðàâèòàöèè ñêàëÿðíîé ìàòåðèè.
(ïî-âèäèìîìó (?), ÷àñòèöû ñ íåíóëåâûì ñïè-
íîì äîëæíû íàðóøàòü ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíî-
ñòè arXiv:1608.06572)

Äâà ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè:
1. Êîîðäèíàòíûé
2. Êîâàðèàíòíî-ãåîìåòðè÷åñêèé (Ý. Êàðòàí, äèôôå-
ðåíöèàëüíûå ôîðìû, âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå)

Êîîðäèíàòû xµ, µ = 0, 1, 2, 3 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
ëîêàëüíî ïîìå÷àþò òî÷êè (ñîáûòèÿ) ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè.

Êâàäðàò èíòåðâàëà (ñóììèðîâàíèå ïî îäèíàêîâûì
âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñàì, ñîãëàøåíèå Ýéíøòåé-
íà):

ds2 = gµνdx
µdxν (1.1)

gµν � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
(ñèãíàòóðà +1,−1,−1,−1).

Êâàäðàò èíòåðâàëà åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé èíâà-
ðèàíò � íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêèõ êîîðäèíàòàõ
ìû ðàáîòàåì.

Èíòåðâàë èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ äëèíû, íî
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è êîîðäèíàòû íå èìåþò
îïðåäåëåííîé ðàçìåðíîñòè!

Ðàçìåðíîñòè âîîáùå

~ = c = kB = 1 (1.2)

E = mc2; E = kBT ; ω = E/~; p = cE; p = ~k ⇒
[m] = [T ] = [ω] = [p] = [k] = [E] (1.3)

Åäèíèöà èçìåðåíèÿ ýíåðãèè � ÃýÂ.

Ïåðåâîäíûå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïîäáîðîì
ñòåïåíåé c, ~, kB.
Ïðèìåðû:

[E] = [~ω] =

[
~
t

]
⇒ [t] =

[~]

E
⇒ (1.4)

t(GeV−1) =
1.05 · 10−27 ýðã · c
109 · 1.6 · 10−12 ýðã

≈ 6.6 · 10−25 ñ (1.5)

l(GeV−1) =
1.05 · 10−27 ýðã · c× 3 · 1010ñì ñ−1

109 · 1.6 · 10−12 ýðã
≈

≈ 2.0 · 10−14 ñì (1.6)



Òàáëèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçìåðíîñòåé

Ýíåðãèÿ 1 ÃýÂ = 1.602e-03 ýðã

Ìàññà 1 ÃýÂ = 1.783e-24 ã

Òåìïåðàòóðà 1 ÃýÂ = 1.161e+13 Ê

Äëèíà 1 ÃýÂ−1 = 1.973e-14 ñì

Âðåìÿ 1 ÃýÂ−1 = 6.582e-25 ñ

Ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö 1 ÃýÂ3 = 1.301e+41 ñì−3

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè 1 ÃýÂ4 = 2.085e+38 ýðã·ñì−3

Ïëîòíîñòü ìàññû 1 ÃýÂ4 = 2.320e+17 ã·ñì−3

Ýíåðãèÿ 1 ýðã = 6.241e+02 ÃýÂ

Ìàññà 1 ã = 5.609e+23 ÃýÂ

Òåìïåðàòóðà 1 Ê = 8.617e-14 ÃýÂ

Äëèíà 1 ñì = 5.068e+13 ÃýÂ−1

Âðåìÿ 1 ñ = 1.519e+24 ÃýÂ−1

Ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö 1 ñì−3 = 7.684e-42 ÃýÂ3

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè 1 ýðã·ñì−3 = 4.796e-39 ÃýÂ4

Ïëîòíîñòü ìàññû 1 ã·ñì−3 = 4.310e-18 ÃýÂ4



Ôîðìàëèçì êîâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé
(ãëàäêîé) çàìåíû êîîðäèíàò (äèôôåîìîðôèçì):

x′µ = x′µ(x0, x1, x2, x3) ≡ x′µ(x) (1.7)

Êîâàðèàíòíîñòü äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ
îáúåêòîâ, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.

Ñêàëÿðû � íå ïðåîáðàçóþòñÿ:

  X1

X0

X' 1

X' 0

x'
x

ϕ′(x′) = ϕ(x) (1.8)

Êîíòðàâàðèàíòíûå âåêòîðû (âåðõíèå èíäåêñû)
ïðåîáðàçóþòñÿ êàê äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò (èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà î ñóììèðîâàíèè!)

x′µ = x′µ(xν) (1.9)

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν (1.10)

A′µ =
∂x′µ

∂xν
Aν (1.11)

Êîâàðèàíòíûå âåêòîðû (íèæíèå èíäåêñû) ïðåîá-
ðàçóþòñÿ êàê ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðà

Bµ =
∂ϕ

∂xµ
⇒ B′µ =

∂ϕ

∂x′µ
=
∂ϕ

∂xν
∂xν

∂x′µ
=
∂xν

∂x′µ
Bν

(1.12)

Ïîñòðîåíèå ñêàëÿðîâ èç âåêòîðîâ:

A′µB′µ =
∂x′µ

∂xσ
Aσ∂x

ρ

∂x′µ
Bρ = δρσA

σBρ = AρBρ (1.13)

⇒ AµBµ � èíâàðèàíò.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîäíàÿ ïî ¾íàïðàâëåíèþ¿ ñêàëÿð-
íîé ôóíêöèè � èíâàðèàíò:

∂Aϕ =

(
Aµ ∂

∂xµ

)
ϕ = Aµ ∂ϕ

∂xµ
≡ Aµ∂µϕ (1.14)

Ìíîãîìåðíûå òåíçîðû (ïî îïðåäåëåíèþ) ïðåîáðàçó-
þòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ:

B′µνλ =
∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′ν
∂xτ

∂x′λ
Bρ
στ (1.15)

Äëÿ ñèìâîëà Êðîíåêåðà: δ′µν = δµν F.

Ñâåðòêà ïî âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñó óìåíüøàåò
ðàçìåðíîñòü òåíçîðà íà 2:

A′µµ =
∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′µ
Aρ
σ = δσρA

ρ
σ = Aσ

σ (1.16)

(âîîáùå íå îñòàëîñü èíäåêñîâ, ñêàëÿð)



Ïî÷åìó ìåòðè÷åñêèé òåíçîð - òåíçîð?

ds2 = gµνdx
µdxν = gµν

∂xµ

∂x′σ
dx′σ

∂xν

∂x′ρ
dx′ρ =

= ds′2 = g′σρdx
′σdx′ρ (1.17)

⇒ g′σρ =
∂xµ

∂x′σ
∂xν

∂x′ρ
gµν (1.18)

Îáîáùåíèå: Åñëè ∀ òåíçîðà Aµ
ν

Cµ
λ = Aµ

νB
ν
λ− (1.19)

òåíçîð, òî è Bν
λ - òåíçîð ( è ò.ä.)

Äîêàçàòåëüñòâî

C ′µλ =
∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′λ
Cρ
σ =

∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′λ
Aρ
νB

ν
σ (1.20)

C ′µλ = A′µν B
′ν
λ =

∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′ν
Aρ
σB
′ν
λ =

=
∂x′µ

∂xρ
∂xν

∂x′σ
Aρ
νB
′σ
λ ⇒ (1.21)

∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′λ
Bν
σ =

∂x′µ

∂xρ
∂xν

∂x′σ
B′σλ ⇒ (1.22)

∂xσ

∂x′λ
Bν
σ =

∂xν

∂x′σ
B′σλ

∣∣∣∣ ∂x′α∂xν
⇒ (1.23)

B′αλ =
∂x′α

∂xν
∂xσ

∂x′λ
Bν
σ (1.24)

Ñëåäñòâèå: Âåëè÷èíà, çàäàâàåìàÿ îáðàòíîé ìàòðè-
öåé ê ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó, ñàìà òåíçîð:

gµνgνλ = δµλ ⇒ gµν − òåíçîð (1.25)

Ïîäíÿòèå è îïóñêàíèå èíäåêñîâ

Åñëè Aµ � êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð, òî

Aµ = gµνA
ν (1.26)

� êîâàðèàíòíûé âåêòîð.

È íàîáîðîò:
Aµ = gµνAν (1.27)

Ñ÷èòàþò, ÷òî Aµ è Aµ � îäíà è òà æå âåëè÷èíà, çà-
ïèñàííàÿ ïî-ðàçíîìó (ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî íåâåðíî).

T µν è Tν
µ � íå îäíî è òî æå!

gµνT µν = T µν (1.28)
gµνTν

µ = T νµ (1.29)



Èíâàðèàíòíûé îáúåì

g′µν =
∂xρ

∂x′µ
gρσ

∂xσ

∂x′ν
(1.30)

Ĵ =
(
Jρµ
)

=

(
∂xρ

∂x′µ

)←ñòîëáåö
←ñòðîêà

≡
(
∂x

∂x′

)
(1.31)

ĝ′ = Ĵ ĝĴT (1.32)

g ≡ det ĝ; J ≡ det Ĵ (1.33)

g′ = J2g ⇒ J =

√
g′

g
(1.34)

ìàëåíüêèé
4-îáúåì,
ïî÷òè
ïëîñêèé

Ýëåìåíò îáúåìà - ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ïîíÿòèå,
èíâàðèàíò!

V =

∫
Ω

d4x; V ′ =

∫
Ω

d4x′ (1.35)

V 6= V ′ (1.36)

V =

∫
Ω

d4x =

∫
Ω

(
∂x

∂x′

)
d4x′ =

∫
Ω

√
g′

g
d4x′ =

=

√
g′

g

∫
Ω

d4x′ =

√
g′

g
V ′ ⇒ (1.37)

V =

√
g′

g
V ′ ⇒ V

√
−g = V ′

√
−g′ (1.38)

√
−g
∫
Ω

d4x =
√
−g′

∫
Ω

d4x′ (1.39)

∫
Ω

√
−gd4x =

∫
Ω

√
−g′d4x′ (1.40)

√
−gd4x− èíâàðèàíòíûé ýëåìåíò îáúåìà

Èíâàðèàíòûé ýëåìåíò îáúåìà � èíâàðèàíòíàÿ ìåðà
èíòåãðèðîâàíèÿ, íî íå îáúåì â ôèçè÷åñêîì ñìûñëå!

[gµνdx
µdxν] = [L2]

[
√
−gdx] = [L]

[d3x] = [ëþáàÿ ðàçìåðíîñòü]⇒
[
√
−gd4x] = [ëþáàÿ ðàçìåðíîñòü]



Êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå

(∂µϕ)′ =
∂ϕ′

∂x′µ
=
∂ϕ

∂xν
∂xν

∂x′µ
=
∂xν

∂x′µ
∂νϕ (1.41)

� ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðà ïðåîáðàçóåòñÿ êàê
(êîâàðèàíòíûé) âåêòîð.

(∂µA
ν)′ =

∂

∂x′µ
A′ν =

∂

∂x′µ

(
∂x′ν

∂xα
Aα

)
=

=
∂

∂x′µ

(
∂x′ν

∂xα

)
Aα +

∂x′ν

∂xα
∂xβ

∂x′µ
∂Aα

∂xβ
=

=
∂xβ

∂x′µ
· ∂2x′ν

∂xβ∂xα
Aα +

∂x′ν

∂xα
∂xβ

∂x′µ
∂βA

α (1.42)

Ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð ïëþñ
åùå êàêàÿ-òî äîáàâêà.

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

Õîòèì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ:{
(∇µA

ν)′ =
∂xα

∂x′µ
∂x′ν

∂xβ
∇αA

β

∇µϕ = ∂µϕ
(1.43)

Ïðîáëåìà: Ïîìèìî èçìåíåíèÿ ïîëÿ ¾ñàìîãî ïî ñå-
áå¿ åñòü åùå äîáàâêà, ñâÿçàííàÿ ñ èçìåíåíèåì êîì-
ïîíåíò ïîëÿ èç-çà êðèâîëèíåéíîñòè ñèñòåìû êîîðäè-
íàò.

  

A(x) A(x)~ ~
A(x)~A(x)~ ~

Перенос

x~x

Ñíà÷àëà ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè Aµ(x) â òî÷êó x̃, à
ïîòîì ñðàâíèòü ñ Aµ(x̃)! Ïåðåíîñ:

Ãµ(x̃) = Aµ(x)− ΓµνλA
νdxλ (1.44)

Γµνλ � êîýôôèöèåíòû àôôèííîé ñâÿçíîñòè

• Âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíû ñîâåðøåííî íåçàâèñè-
ìî îò gµν!

Aµ(x̃)− Ãµ(x̃) = Aµ(x̃)− [Aµ(x)− ΓµνλA
νdxλ] =

= ∂λA
µdxλ + ΓµνλA

νdxλ =

= (∂λA
µ + ΓµνλA

ν)dxλ ≡ ∇λA
µdxλ (1.45)

∇λA
µ = ∂λA

µ + ΓµνλA
ν (1.46)

Òðåáóåì, ÷òîáû ∇λA
µ áûë òåíçîðîì!

Ýòî áóäåò îïðåäåëÿòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ Γµνλ.



∇λBµ =?
Ñêàëÿð íå äîëæåí ìåíÿòüñÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïå-
ðåíîñå:

Ãµ(x̃)B̃µ(x̃) = Aµ(x)Bµ(x) (1.47)

[Aµ(x)− ΓµνλA
νdxλ]B̃µ(x̃) = Aµ(x)Bµ(x)⇒ (1.48)

Aµ(x)[B̃µ(x̃)−Bµ(x)] = ΓµνλA
νdxλB̃µ(x̃) ∼=

∼= ΓµνλA
νdxλBµ(x) = ΓνµλA

µdxλBν ⇒ (1.49)

B̃µ(x̃)−Bµ(x) = Γνµλdx
λBν (1.50)

B̃µ(x̃) = Bµ(x) + Γνµλdx
λBν (1.51)

Bµ(x̃)− B̃µ(x̃) = (∂λBµ − ΓνµλBν)dx
λ ⇒ (1.52)

∇λBµ = ∂λBµ − ΓνµλBν (1.53)

Ïðàâèëî Ëåéáíèöà (ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ F):

∇λ(AµBν) = (∇λA
µ)Bν + Aµ(∇λBν) (1.54)

Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ òåíçîðîâ âûñøåãî
ðàíãà ñëåäóåò èç ïðàâèëà Ëåéáíèöà:

∇λ(AµBν) = (∂λA
µ+ΓµλσA

σ)Bν+Aµ(∂λBν−ΓσλνBσ) =

∂λ(AµBν) + Γµλσ(AσBν)− Γσλν(A
µBσ)⇒ (1.55)

∇λC
µ
ν = ∂λC

µ
ν + ΓµλσC

σ
ν − ΓσλνC

µ
σ (1.56)



Ëåêöèÿ 2
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Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ àôèííûõ ñâÿçíîñòåé

∇λA
µ = ∂λA

µ + ΓµλνA
ν − Äîëæíî áûòü òåíçîðîì!

(2.1)

(∇λA
µ)′ =

∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
(∇αA

β) =

=
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
(∂αA

β + ΓβαγA
γ) =

=
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
∂Aβ

∂xα
+
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
ΓβαγA

γ (2.2)

(∂λA
µ + ΓµλνA

ν)′ =
∂A′µ

∂x′λ
+ Γ′µλγA

′γ =

=
∂xβ

∂x′λ
∂2x′µ

∂xβ∂xα
Aα +

∂x′µ

∂xα
∂xβ

∂x′λ
∂Aα

∂xβ
+ Γ′µλγ

∂x′γ

∂xδ
Aδ (2.3)

Γβαγ
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
Aγ =

∂xβ

∂x′λ
∂2x′µ

∂xβ∂xα
Aα + Γ′µλγ

∂x′γ

∂xδ
Aδ (2.4)

Aγ, Aα, Aδ → Aε

Γβαε
∂xα

∂x′λ

∂x′µ

∂xβ
=
∂xβ

∂x′λ
∂2x′µ

∂xβ∂xε
+ Γ′µλγ

∂x′γ

∂xε

∣∣∣∣ ∂xε∂x′δ
(2.5)

Γ′µλδ =
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
∂xε

∂x′δ
Γβαε −

∂xβ

∂x′λ
∂xε

∂x′δ
∂2x′µ

∂xβ∂xε
(2.6)

∂x′µ

∂xσ
∂2xσ

∂x′ν∂x′λ
+
∂xβ

∂x′λ
∂xε

∂x′β
∂2x′µ

∂xβ∂xε
≡ 0 F (2.7)

Γ′µλδ =
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
∂xε

∂x′δ
Γβαε +

∂x′µ

∂xσ
∂2xσ

∂x′δ∂x′λ
(2.8)

Àôèííàÿ ñâÿçíîñòü � íå òåíçîð!

Êðó÷åíèå

Cα
βγ = Γαβγ − Γαγβ (2.9)

Ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð!

Ëîêàëüíî Ëîðåíöåâû ñèñòåìû îòñ÷åòà è îò-
ñóòñòâèå êðó÷åíèÿ

1. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èìååò âèä
g = {1,−1,−1,−1}

2. Âñå Γαβγ = 0

Åñëè Cα
βγ = 0 õîòÿ áû â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, òî

Cα
βγ = 0 âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ⇒

Åñëè Cα
βγ 6= 0 õîòÿ áû â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, òî

Cα
βγ 6= 0 â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñëåäîâàòåëüíî â

ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà Γαβγ 6= 0 è ãðàâèòàöèþ èñêëþ-
÷èòü íåâîçìîæíî.



×òîáû ãðàâèòàöèþ ìîæíî áûëî ëîêàëüíî èñêëþ-
÷èòü, â ÎÒÎ íåîáõîäèìî Cα

βγ ≡ 0, ⇒ Γαβγ = Γαγβ

Cα
βγ = 0 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì, ÷òîáû áû-

ëî âîçìîæíî çàíóëèòü àôèííóþ ñâÿçíîñòü.

x′µ = xµ + T µσρx
σxρ (2.10)

∂x′µ

∂xν

∣∣∣∣
0

= δµν ;
∂xν

∂x′µ

∣∣∣∣
0

= δνµ (2.11)

∂2x′µ

∂xβ∂xε

∣∣∣∣
0

= T µεβ + T µβε ⇒ (2.12)

Γ′µλδ =
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
∂xε

∂x′δ
Γβαε −

∂xβ

∂x′λ
∂xε

∂x′δ
∂2x′µ

∂xβ∂xε
=

= δαλδ
µ
βδ

ε
δΓ

β
αε − δ

β
λδ

ε
δ(T

µ
εβ + T µβε) =

= Γµλδ − (T µδλ + T µλδ) (2.13)

T µδλ + T µλδ = Γµλδ(0)⇒ Γ′µλδ(0) = 0. (2.14)

×òîáû ïîäîáðàòü T µδλ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Γµδλ = Γµλδ.
Íàïðèìåð:

T µδλ =
1

2
Γµδλ (2.15)

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

ĝ′ = Ĵ ĝĴT , Ĵ =

(
∂x

∂x′

)
, xµ = Jµν x

′ν (2.16)

ñèìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ĝ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèà-

ãîíàëüíîìó âèäó

ĝ =

 k0 0
−k1

−k2

0 −k3

 , kµ > 0 (2.17)

Ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

x′µ = xµ
1√
kµ
⇒ gµν = ηµν = ĝ =

 1 0
−1
−1

0 −1


(2.18)

Ïðåîáðàçîâàíèå (2.10) â ñèëó (2.11) íå ìåíÿåò òåí-
çîðû â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïîýòîìó ñâÿçíîñòü ìîæíî
çàíóëèòü ïîñëå òîãî, êàê êàê ĝ ïðèâåäåí ê ëîðåíöîâó
âèäó.

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ìîæíî ïðèâåñòè ê Ëîðåíöå-
âó âèäó è ñâÿçíîñòü ìîæíî çàíóëèòü îäíîâðåìåí-
íî � ýòî ëîêàëüíî Ëîðåíöåâà ñèñòåìà îòñ÷åòà

Îäíàêî ïðîèçâîäíûå Γλµν, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èñ÷åçà-
þò!

Â ÷àñòíîñòè, íåóñòðàíèìû ïðèëèâíûå ñèëû.

Âûâîä:

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ââåñòè ëîêàëüíî-
ëîðåíöåâû ñèñòåìû îòñ÷åòà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè áûëè ñèììåò-
ðè÷íû ⇒
Ïåðâîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ÎÒÎ íà êîýôôèöåí-
òû ñâÿçíîñòè: ñèììåòðè÷íîñòü



Ãåîäåçè÷åñêèå

  

x ()u ()

u (+d)

+d



Ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ � òàêàÿ êðèâàÿ, âäîëü êîòîðîé
êàñàòåëüíûé âåêòîð ê íåé ïåðåíîñèòñÿ ïàðàëëåëüíî
ñàìîìó ñåáå.

uµ(τ + dτ ) = uµ +
duµ(τ )

dτ
dτ (2.19)

uµ(τ + dτ ) = ũµ(τ + dτ ) = uµ(τ )− Γµνλu
ν(τ )dxλ =

= uµ(τ )− Γµνλu
ν(τ )uλ(τ )dτ ⇒ (2.20)

duµ

dτ
dτ = −Γµνλu

ν(τ )uλ(τ )dτ ⇒ (2.21)

duµ

dτ
+ Γµνλu

νuλ = 0 (2.22)

Ìåíÿåì ìåñòàìè ν è λ è ñêëàäûâàåì:

duµ

dτ
+

1

2
(Γµνλ + Γµλν)u

νuλ = 0 (2.23)

duµ

dτ
+ Γµ{νλ}u

νuλ = 0 (2.24)

Γµ{νλ} =
1

2
(Γµνλ + Γµλν) (2.25)

Ãåîäåçè÷åñêèå îïðåäåëÿþòñÿ ñèììåòðèçîâàííûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè.

Äðóãàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé:

d2xµ

dτ 2
+ Γµνλ

dxν

dτ

dxλ

dτ
= 0 (2.26)

Äâèæåíèå ÷àñòèö â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïî ãåîäåçè-
÷åñêèì � ïîñòóëàò, êîòîðûé íå èìååò äîêàçàòåëüñòà.

Ïåðâàÿ ïðîáëåìà ÎÒÎ ñî ñïèíîì: ÷àñòèöû ñî ñïèíîì
íå äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì (?).

Âòîðàÿ ïðîáëåìà ÎÒÎ ñî ñïèíîì: íåò ðåöåïòà ðàñ-
÷åòà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñïèíà.

Ñèñòåìà ñïèíîâ ìîæåò ñîçäàâàòü ìàêðîñêîïè÷åñêèé
ìîìåíò è äîëæíà ïðèâîäèòü ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìó
ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ, êîòîðîå ÎÒÎ íå ìîæåò ñî-
ñ÷èòàòü ⇒.

Ïîïûòêà ó÷åòà ïîëÿ ñïèíîâ ïðèâîäèò ê òåîðèÿì
Ýéíøòåéíà-Êàðòàíà, â êîòîðûõ êðó÷åíèå íå ðàâíî
íóëþ.



Âòîðîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà êîýôôè-
öåíòû ñâÿçíîñòè: ìåòðè÷íîñòü

Õîòèì, ÷òîáû îïåðàöè ïîäíÿòèÿ/îïóñêàíèÿ èíäåê-
ñîâ áûëà óíèâåðñàëüíîé:

gµν(∇λA
ν) = ∇λAµ; Aµ = gµνA

ν ò.å. (2.27)

gµν(∇λA
ν) = ∇λ(gµνA

ν) (2.28)

Ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà:

∇λ(gµνA
ν) = (∇λgµν)A

ν + gµν(∇λA
ν) =

= gµν(∇λA
ν)⇒ (2.29)

∇λgµν = 0 (2.30)

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð êîâàðèàíòíî ïîñòîÿíåí,
åñëè ñâÿçíîñòü ìåòðè÷íà
(ñâçíîñòü ñîâìåñòèìà ñ ìåòðèêîé).

Ìåòðè÷íîñòü ñâÿçíîñòè àïðèîðè íèîòêóäà íå ñëåäó-
åò → ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåíèÿ ÎÒÎ, â êîòîðûõ
ñâÿçíîñòü íå ìåòðè÷íà.

ßâíîå âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè
÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Èñïîëüçóåòñÿ îäíîâðåìåííî ìåòðè÷íîñòü gµν è ñèì-
ìåòðè÷íîñòü ñâÿçíîñòè:

∇λgµν = 0⇒ ∂λgµν − Γσλµgσν − Γσλνgµσ = 0. (2.31)

40 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 40 íåèçâåñòíûìè Γλµν

Γσλµgσν + Γσλνgµσ = ∂λgµν [λµν] | × (+1)
Γσµνgσλ + Γσµλgνσ = ∂µgνλ [µνλ] | × (+1)
Γσνλgσµ + Γσνµgλσ = ∂νgλµ [νλµ] | × (−1)

(2.32)

2Γσλµgσν = ∂λgµν + ∂µgνλ − ∂λgλµ |gνδF (2.33)

Γδλµ =
1

2
gδν(∂λgµν + ∂µgνλ − ∂νgλµ) (2.34)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû Γαβγ âûðàæàëèñü ÷åðåç gµν, ìåòðè÷-
íîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü ñâÿçíîñòè íåîáõîäèìû!

Ìîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî
ìåòðè÷íîñòü+ñèììåòðè÷íîñòü âìåñòå äàþò 64 óðàâ-
íåíèÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå âñå 64 êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè F.

Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå âñå Γαβγ = 0, òî âñå ∂αgβγ = 0
F.



Âûðàæåíèå (2.34) èíîãäà íàçûâàåòñÿ ñèìâîëàìè
Êðèñòîôôåëÿ è îáîçíà÷àåòñÿ{

δ
λµ

}
=

1

2
gδν(∂λgµν + ∂µgνλ − ∂νgλµ) (2.35)

Óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé èç ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà äëèíû èëè èç ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî
äåéñòâèÿ

δS = 0− ïðèíöèï äåéñòâèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

S = −m
b∫

a

ds = −m
b∫

a

√
gµνdxµdxν = \x = x(τ )\ =

= −m
τb∫

τa

√
gµνẋµẋνdτ (2.36)

δS = −m
∫

1

2
√
gµνẋµẋν

δ(gµνẋ
µẋν) =

= −m
2

∫
1√
ẋαẋα

(
∂σgµνδx

σẋµẋν + 2gµνẋ
µdδx

ν

dτ

)
dτ =

= \σ ↔ ν â ïåðâîì ñëàãàåìîì,

ïî ÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå\ =

= −m
2

∫
1√
ẋαẋα

[
∂νgµσẋ

µẋσ − 2
d(gµνẋ

µ)

dτ

]
δxσdτ =

= 0 (2.37)

⇒
d

dτ
(gµνẋ

µ)− 1

2
∂νgµνẋ

µẋσ = 0 (2.38)

ẋµ
dgµν
dτ

+ gµνẍ
µ − 1

2
∂νgµσẋ

µẋσ = 0
∣∣gνρ (2.39)



dgµν
dτ

= ∂σgµνẋ
σ (2.40)

ẍρ + gρν
(
∂σgµν −

1

2
∂νgµσ

)
ẋσẋµ = 0 (2.41)

∂σgµνẋ
σẋµ =

1

2
(∂σgµνẋ

σẋµ + ∂µgσµẋ
σẋµ) (2.42)

ẍρ +
1

2
gρσ(∂σgµν + ∂µgσν − ∂νgµσ)ẋσẋµ = 0 (2.43)

1

2
gρσ(∂σgµν + ∂µgσν − ∂νgµσ) = Γρσµ (2.44)

ẍρ + Γρσµẋ
σẋµ = 0 (2.45)

d2xρ

dτ 2
+ Γρσµ

dxσ

dτ

dxµ

dτ
= 0 (2.46)

Òåíçîð Ëåâè-×åâèòà

Õîòèì, ÷òîáû Eµνρσ áûë òåíçîðîì, è â ëîêàëüíî ëî-
ðåíöåâîé (ãàëèëååâîé) ñèñòåìå (x)

Eµνρσ = εµνρσ, ε0123 = 1 (2.47)

Êàê áóäåò â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå (x′)?

E ′µνρσ =
∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
∂x′ρ

∂xγ
∂x′σ

∂xδ
εαβγδ =

∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣ εµνρσ (2.48)

∣∣∣∣ ∂x∂x′
∣∣∣∣ =

√
g′

g
=
√
−g′ ⇒

∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣ =
1√
−g′

⇒ (2.49)

E ′µνρσ =
1√
−g′

εµνρσ (2.50)

Eµνρσ =
1√
−g

εµνρσ (2.51)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè F:

Eµνρσ =
√
−gεµνρσ (2.52)



Òåíçîð êðèâèçíû

Äâà ñïîñîáà ââåñòè òåíçîð êðèâèçíû.

1. ×åðåç êîììóòàòîð êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé
[∇µ,∇ν]

∇µ∇νϕ = ∂µ∂νϕ− Γλµν∂λϕ (2.53)

∇ν∇µϕ = ∂ν∂µϕ− Γλνµ∂λϕ ⇒ (2.54)

[∇µ,∇ν]ϕ = −(Γλµν − Γλνµ)∂λϕ = −Cλ
µν∂λϕ = 0 (2.55)

∇µ∇νA
λ −∇ν∇µA

λ = [∇µ,∇ν]A
λ =? (2.56)

∇µ(∇νA
λ) = ∂µ(∇νA

λ)−Γσµν(∇σA
λ)+Γλµσ(∇νA

σ) = . . .
(2.57)

∇ν(∇µA
λ) = . . . (2.58)

(ïîñ÷èòàòü! F)

[∇µ,∇ν]A
λ = AσRλ

σµν (2.59)

Rλ
σµν = ∂µΓλνσ − ∂νΓλµσ + ΓλµρΓ

ρ
νσ − ΓλνρΓ

ρ
µσ (2.60)

[∇µ,∇ν]Aλ = AσR
σ
µνλ (ïîñ÷èòàòü F) (2.61)

Îòñþäà âèäíî, ïî÷åìó òåíçàð êðèâèçíû � äåéñòâè-
òåëüíî òåíçîð.

2. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà

  

Ãµ(x + dx) = Aµ(x)− ΓµνλA
νdxλ (2.62)

δAµ(x) = Ãµ(x + dx)− Aµ(x) = −ΓµνλA
νdxλ (2.63)

∆Aµ =

∮
δAµ(x) = −

∮
ΓµνλA

νdxλ (2.64)

Ôîðìóëà Ñòîêñà:∮
B...λdx

λ =
1

2

∫
dfσλ (∂σB...λ − ∂λB...σ) (2.65)

∆Aµ = −1

2

∫
dfσλ[∂σ(ΓµνλA

ν)− ∂λ(ΓµνσA
ν)] '

' −1

2
∆fσλ(∂σΓµνλA

ν+Γµνλ∂σA
ν−∂λΓµνσ A

ν−Γµνσ∂λA
ν)

(2.66)

Âíóòðè êîíòóðà Aµ èçìåíÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïîýòîìó

δAµ(x) = −ΓµνλA
νdxλ ⇒ ∂λA

µ = −ΓµνλA
ν (2.67)



∆Aµ =

−1

2
∆fσλ(∂σΓµνλA

ν−ΓµνλΓνρσA
ρ−∂λΓµνσ A

ν+ΓµνσΓνρλA
ρ) =

=
1

2
∆fσλ(∂λΓµσν − ∂σΓµλν + ΓµλρΓ

ρ
νσ − ΓµσρΓ

ρ
νλ)Aν =

=
1

2
∆fσλRµ

σλνA
ν (2.68)

∆Aµ =
1

2
∆fσλRµ

σλνA
ν (2.69)

Èç âûâîäà âèäíî, ÷òî ôîðìóëà âåðíà óíèâåðñàëüíî,
íåçàâèñèìî îò ìåòðè÷íîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè ñâÿç-
íîñòè.

Ñâîéñòâà òåíçîðà êðèâèçíû

Rλ
σµν = ∂µΓλνσ − ∂νΓλµσ + ΓλµρΓ

ρ
νσ − ΓλνρΓ

ρ
µσ (2.70)

Rτσµν = gτλR
λ
σµν =

= gτλ(∂µΓλνσ − ∂νΓλµσ + ΓλµρΓ
ρ
νσ − ΓλνρΓ

ρ
µσ) (2.71)

1.
Rτσµν = −Rτσνµ − î÷åâèäíî (2.72)

2.
Rτσµν = −Rστµν (2.73)

� íå î÷åâèäíî, èñïîëüçóåò ìåòðè÷íîñòü, íå óíèâåð-
ñàëüíî

Γξ,νσ = gξλΓλνσ =
1

2
(∂νgσξ + ∂σgξν − ∂ξgνσ) (2.74)

Rτσµν = +gτλ(∂µΓλνσ + ΓλµρΓ
ρ
νσ) (2.75)

−gτλ(∂νΓ
λ
µσ + ΓλνρΓ

ρ
µσ)

νσ ≡ ..

gτλ(∂µΓλ.. + ΓλµρΓ
ρ
..) = gτλ∇µΓλ.. = ∇µ(gτλΓλ..) =

= ∇µ(Γτ,..) = ∂µΓτ,.. − ΓλτµΓλ,.. =

= ∂µΓτ,νσ − gλξΓξ,τµΓλ,νσ (2.76)

gτλ(∂νΓ
λ
µσ + ΓλνρΓ

ρ
µσ) = ∂νΓτ,µσ − gλξΓξ,τνΓλ,µσ (2.77)



Rτσµν = ∂µΓτ,νσ−∂νΓτ,µσ+gλξ(Γξ,µσΓλ,ντ−Γξ,νσΓλ,µτ ) =
= ∂µ∂σgτν − ∂µ∂τgνσ − ∂ν∂σgτµ + ∂ν∂τgµσ+

+ gλξ(Γξ,µσΓλ,ντ − Γξ,νσΓλ,µτ ) (2.78)

Îòñþäà ñâîéñòâî (2.73) óæå î÷åâèäíî.

3.
Rτσµν = Rµντσ F (2.79)

4.
Rσ

ρµν + Rσ
µνρ + Rσ

νρµ = 0 (2.80)

Èç òîæäåñòâà ßêîáè:

[∇ρ, [∇µ,∇ν]]ϕ+[∇µ, [∇ν,∇ρ]]ϕ+[∇ν, [∇ρ,∇µ]]ϕ = 0;
(2.81)

[∇ρ, [∇µ,∇ν]]ϕ = −∂σϕRσ
µνρ ⇒ (2.80) (2.82)

5. Òîæäåñòâî Áüÿíêè F:

∇ρR
λ
σµν +∇µR

λ
σνρ +∇νR

λ
σρµ = 0 (2.83)

Èç òîæäåñòâà ßêîáè

[∇ρ, [∇µ,∇ν]]A
λ + [∇µ, [∇ν,∇ρ]]A

λ + [∇ν, [∇ρ,∇µ]]Aλ = 0;
(2.84)

×èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò F:

N =
n2(n2 − 1)

12
(2.85)

n = 4→ N = 20 (2.86)
n = 3→ N = 6 (2.87)
n = 2→ N = 1 (2.88)

Òåíçîð Ðè÷÷è:

Rµν = Rλ
µλν (2.89)

Ñêàëÿð êðèâèçíû (íå ãàóññîâà êðèâèçíà!):

R = gµνRµν = Rµ
µ = Rλν

λν (2.90)

Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà èç âàðèàöè-
îííîãî ïðèöèïà

Ñíà÷àëà îäíà ãðàâèòàöèÿ � áåç ìàòåðèè.

Äåéñòâèå äîëæíî áûòü îáùåêîâàðèàíòíîé âåëè÷è-
íîé.
1. Õîòèì èìåòü óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ gµν.
2. Óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü ëèíåéíûìè îòíîñèòåëü-
íî âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ.

1. Ïðîñòåéøåå äåéñòâèå

SΛ = −Λ

∫
Ω

d4x
√
−g (2.91)

δSΛ = −Λ

∫
d4xδ(

√
−g) = Λ

∫
d4x

δg

2
√
−g

(2.92)

gµν → gµν + δgµν; δg =? (2.93)

det(ĝ + δĝ) = det[ĝ(1 + ĝ−1δĝ)] =

= det ĝ · det(1 + ĝ−1δĝ) = g(1 + Tr (ĝ−1δĝ)) =

= g(1 + gµνδgµν) = g + g · gµνδgµν ⇒ (2.94)

δg = g · gµνδgµν (2.95)



δSΛ = −Λ

2

∫
d4x
√
−ggµνδgµν (2.96)

2. Âêëàä ∼
∫
d4x
√
−g f (R)

Ïðîáëåìà: R çàâèñèò îò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ g ïî x.
Ïîëó÷èì ëè óðàâíåíèÿ âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà?

S =

∫
d4xL(ϕ, ϕ′, ϕ′′) (2.97)

δS =

∫
d4x

(
∂L

∂ϕ
− ∂ ∂L

∂ϕ′
+ ∂2 ∂L

∂ϕ′′

)
δϕ = 0 (2.98)

∂L

∂ϕ
− ∂ ∂L

∂ϕ′
+ ∂2 ∂L

∂ϕ′′
= 0 (2.99)

� íà÷èíàÿ ñ âòîðîãî ÷ëåíà âõîäÿò ïðîèçâîäíûå âûñ-
øèõ ïîðÿäêîâ.

Íî åñëè ϕ′′ âõîäÿò â L â êîìáèíàöèè ϕϕ′′, òî:

∂(ϕϕ′′)

∂ϕ
= ϕ′′; ∂

(
∂(ϕϕ′′)

∂ϕ′

)
= 0; ∂2

(
∂(ϕϕ′′)

∂ϕ′′

)
= ϕ′′

(2.100)
ïðîèçâîäíûõ âûøå 2-ãî ïîðÿäêà íå ïîëó÷àåòñÿ.
R çàâèñèò îò g′′µν èìåííî òàê.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî f (R)-ãðàâèòàöèÿ ñâîäèòñÿ ê R-
ãðàâèòàöèè ïëþñ íåêîòîðîå ñêàëÿðíîå ïîëå. Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî âçÿòü f (R) = R.

SR = −K
∫
d4x
√
−gR = −K

∫
d4x
√
−ggµνRµν

(2.101)
δSR = −K

∫
d4xδ(

√
−g)R = δS1

−K
∫
d4x
√
−gRµνδg

µν = δS2

−K
∫
d4x
√
−ggµνδRµν = δS3

(2.102)



Ëåêöèÿ 3

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, ñîõðàíåíèå ýíåðãèè-èìïóëüñà,
ãðàâèòàöèîííûå âîëíû, àíòèãðàâèòàöèÿ. Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà è
ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé êîñìîëîãèè.
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Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà èç âàðèàöè-
îííîãî ïðèöèïà (ïðîäîëæåíèå)

SR = −K
∫
d4x
√
−gR = −K

∫
d4x
√
−ggµνRµν

(3.1)
δSR = −K

∫
d4xδ(

√
−g)R = δS1

−K
∫
d4x
√
−gRµνδg

µν = δS2

−K
∫
d4x
√
−ggµνδRµν = δS3

(3.2)

δS1 = −K
2

∫
d4x
√
−g R gµνδgµν (3.3)

δS2 = −K
∫
d4x
√
−gRµνδg

µν (3.4)

δgµν =?

δ(gµνgνλ) = 0 ⇒ gµνδgνλ = −gνλδgµν |gρλ (3.5)

δρνδg
µν = −gρλgµνδgνλ ⇒ (3.6)

δgµρ = −gρλδgνλgµν | ρ� ν (3.7)

δgµν = −gµρgνλδgρλ (3.8)

δS2 = +K

∫
d4x
√
−gRµνg

µρgνλδgρλ =

= +K

∫
d4x
√
−gRρλδgρλ (3.9)

δS2 = +K

∫
d4x
√
−g Rµν δgµν (3.10)

δS3 = −K
∫
d4x
√
−ggµνδRµν (3.11)

Rµ
νλρ = ∂λΓµνρ − ∂ρΓ

µ
νλ + ΓµσλΓσνρ − ΓµσρΓ

σ
νλ (3.12)

δRµ
νλρ = ∂λδΓ

µ
νρ − ∂ρδΓ

µ
νλ+

+ δΓµσλΓσνρ + ΓµσλδΓσνρ − δΓµσρΓσνλ − ΓµσρδΓσνλ (3.13)

δΓµνλ � òåíçîð, â îòëè÷èå îò Γµνλ! (Ïî÷åìó? F)

∇λ(δΓµνρ)−∇ρ(δΓ
µ
νλ) =

= ∂λ(δΓµνρ) + ΓµλσδΓ
σ
νρ − ΓσλνδΓ

µ
σρ − ΓσλρδΓ

µ
νσ−

− ∂ρ(δΓµνλ)− ΓµρσδΓσνλ + ΓσρνδΓ
µ
σλ + ΓσρλδΓ

µ
νσ =

= δRµ
νλρ ⇒ (3.14)

δRµν = ∇λ(δΓλµν)−∇ν(δΓ
λ
µλ) (3.15)



δS3 = −K
∫
d4x
√
−g gµν[∇λ(δΓλµν)−∇ν(δΓ

λ
µλ)] =

= −K
∫
d4x
√
−g[∇λ(gµνδΓλµν)−∇ν(g

µνδΓλµλ)] =

= −K
∫
d4x
√
−g∇λ(gµνδΓλµν − gµλδΓσµσ) =

=

∖
∇λA

λ =
1√
−g

∂λ(
√
−gAλ) F

∖
=

= −K
∫

Ω

d4x ∂λ[
√
−g (gµνδΓλµν − gµλδΓσµσ)] = 0

(3.16)

� òàê êàê ïîä èíòåãðàëîì ïîëíàÿ äèâåðãåíöèÿ,
à âñå âàðèàöèè íà ãðàíèöå èñ÷åçàþò.

δS3 = 0 (3.17)

δS = δSΛ + δSR =

= −Λ

2

∫
d4x
√
−g gµνδgµν

− K

2

∫
d4x
√
−g gµνRδgµν

+ K

∫
d4x
√
−gRµνδgµν =

=

∫
d4x
√
−g
[
K

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
− Λ

2
gµν
]
δgµν = 0

(3.18)

Rµν − 1

2
gµνR =

1

2K
Λgµν (3.19)

Rµν −
1

2
gµνR =

1

2K
Λgµν (3.20)

K ïîêà íåèçâåñòíà!

Òåíçîð Ýéíøòåéíà:

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR (3.21)



Ïîëÿ ìàòåðèè, òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà

S = SΛ(g) + SR(g) + Sm(u, g) (3.22)

δS = δSΛ(g)|δg + δSR(g)|δg+
+ δSm(u, g)|δg + δSm(u, g)|δu = 0 (3.23)

Ñèìâîëè÷åñêè:

δS =
δSΛ(g)

δg
δg +

δSR(g)

δg
δg+

+
δSm(u, g)

δg
δg +

δSm(u, g)

δu
δu = 0 (3.24)

Âàðèàöèè δgµν è δu íåçàâèñèìû! ⇒

Óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ:

δSΛ(g)|δg + δSR(g)|δg + δSm(u, g)|δg = 0 (3.25)

Óðàâíåíèÿ ïîëåé ìàòåðèè:

δSm(u, g)|δu = 0 (3.26)

Èç âàðèàöèè ïîëíîãî äåéñòâèÿ ïîëó÷àþòñÿ è óðàâ-
íåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, è óðàâíåíèÿ ïîëåé ìà-
òåðèè!

Sm(u, g) =

∫
d4x
√
−gLm(u, g) (3.27)

δSm(u, g)|δg = −1

2

∫
d4x
√
−g T µνδgµν (3.28)

Tµν � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà ïîëåé
ìàòåðèè (ñèììåòðè÷åí! ).

Îòêóäà áåðåòñÿ òàêîå îïðåäåëåíèå?

Ïðèìåð. Ñêàëÿðíîå ïîëå

Lsc =
1

2
∂νϕ∂νϕ− V (φ) =

1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (φ) (3.29)

Ssc(g, φ) =

∫
d4x
√
−g
(

1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

)
(3.30)

δSsc|δg =

∫
d4x

[
δ
√
−g
(

1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

)
+

+
√
−g 1

2
δgµν∂µϕ∂νϕ

]
=

=

∫
d4x

[
1

2

√
−g gµνδgµν

(
1

2
gρσ∂ρϕ∂σϕ− V (ϕ)

)
−

−1

2

√
−g gµρδgρσgσν∂µϕ∂νϕ

]
=

=
1

2

∫
d4x
√
−g×[

gµν
(

1

2
gσρ∂σϕ∂ρϕ− V (ϕ)

)
− gρµgνσ∂ρϕ∂σϕ

]
δgµν

(3.31)



(3.28) ⇒
T µν = gρµgνσ∂ρϕ∂σϕ− gµνLsc(ϕ) | gαµgβν (3.32)

Tαβ = ∂αϕ∂βϕ− gαβL(ϕ) (3.33)

� îáû÷íîå âûðàæåíèå òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ, ñëåäóþùåå èç òåîðåìû Íåòåð F.

Óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì ìà-
òåðèè

δS|δg = δSΛ|δg + δSR|δg + δSm|δg =

=

∫
d4x
√
−g
[
K

(
Rµν − 1

2
gµνR

)
− Λ

2
gµν − 1

2
T µν
]
δgµν = 0

(3.34)

Rµν −
1

2
gµνR =

1

2K
(Λgµν + Tµν) (3.35)

Íàéäåì êîíñòàíòó
1

2K
èç íåðåëÿòèâèñòñêîãî

ïðåäåëà

Îáùåå óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé:

duµ

dτ
+ Γµαβu

αuβ = 0 (3.36)

τ = s, uµ(s) =
dxµ(s)

ds
(3.37)

Ñòàòè÷åñêèé íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû:

d2xµ

ds2
+ Γµαβ

dxα

ds

dxβ

ds
= 0 (3.38)

dx0

ds
≈ 1,

dxi

ds
� dx0

ds
⇒ d2xi

ds2
+ Γi00 = 0 (3.39)

gµν = ηµν + γµν (3.40)

Γi00 =
1

2
ηiσ(∂0γ0σ + ∂0γσ0 − ∂σγ00) = +

1

2
∂iγ00 (3.41)

d2xi

ds2
= −1

2
∂iγ00

∼=
d2xi

dt2
= −∂iϕ (3.42)

ϕ - ãðàâ. ïîòåíöèàë ⇒
γ00 = 2ϕ (3.43)

g00 = 1 + γ00 = 1 + 2ϕ (3.44)

∆ϕ =
1

2
∆g00 (3.45)

Óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ãðàâ. ïîòåíöèàëà:

∆ϕ = 4πGρ (3.46)

Èç (3.45):
∆g00 = 8πGρ (3.47)

Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà áåç Λ

Rµν −
1

2
gµνR =

1

2K
Tµν | gµν (3.48)

R− 1

2
4R =

1

2K
T, T ≡ gµνTµν ⇒ (3.49)

R = − 1

2K
T ⇒ (3.50)

Rµν =
1

2K

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(3.51)



Ñòàòè÷åñêèé íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë:

Tµν = diag (ρ, 0, 0, 0) (3.52)

R00 =
1

2K

(
ρ− 1

2
ρ

)
=

1

4K
ρ (3.53)

Rµν = ∂λΓλµν − ∂µΓλλν + ΓλρλΓρµν − ΓλρµΓρνλ (3.54)

ΓλρλΓρµν − ΓλρµΓρνλ � âòîðîé ïîðÿäîê ìàëîñòè

R00 = ∂λΓλ00 − ∂0Γλλ0 = \ñòàòèêà\ = ∂iΓ
i
00 (3.55)

R00 = ∂i

(
1

2
∂iγ00

)
=

1

2
∂i∂ig00 =

1

2
∆g00 (3.56)

Ïîäñòàâëÿåì â (3.53):

∆g00 =
1

2K
ρ (3.57)

Ñðàâíèâàÿ ñ (3.47):

1

2K
= 8πG (3.58)

Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ñ Λ-÷ëåíîì:

Rµν −
1

2
gµνR = 8πG(Λgµν + Tµν) (3.59)

Èç óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ñëåäóåò êîâàðèíò-
íûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà:

∇µ ≡ gµν∇ν (3.60)

∇µ

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
= 8πG(0 +∇µTµν) (3.61)

∇µ

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
≡ 0 ⇒ ∇µTµν = 0 (3.62)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Òîæäåñòâî Áüÿíêè:

∇ρR
λ
σµν +∇µR

λ
σνρ +∇νR

λ
σρµ = 0 (3.63)

Ñâîðà÷èâàåì ïî λ, µ:

∇ρR
λ
σλν +∇λR

λ
σνρ +∇νR

λ
σρλ = 0 (3.64)

∇ρRσν +∇λR
λ
σνρ −∇νRσρ = 0 | gσρ (3.65)

∇ρRρν +∇λRλν −∇νR = 0 F (3.66)

∇ρRρν +∇λRλν −∇µ(gµνR) =

= 2∇µRµν −∇µ(gµνR) =

= 2∇µ

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
= 0 (3.67)



Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

Rµν = 8πG

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(3.68)

gµν = ηµν + hµν (3.69)

Γµνλ(gµν = ηµν) = 0 ⇒ (3.70)

Rσ
µνλ(gµν = ηµν) = 0 (3.71)

Âñ¼ Γ è âñ¼ R � ýòî âîçìóùåíèÿ íàä íóëåâûìè çíà-
÷åíèÿìè çà ñ÷åò âîçìóùåíèÿ hµν
⇒ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû ïåðâîãî ïîðÿäêà
äëÿ âîçìóùåíèé:

Rµ
νλρ = ∂λΓµρν − ∂ρΓ

µ
λν (3.72)

∂λΓµρν = ∂λ
1

2
ηµσ(∂ρhνσ + ∂νhσρ − ∂σhρν) =

=
1

2
(∂λ∂ρh

µ
ν + ∂λ∂νh

µ
ρ − ∂λ∂µhρν) (3.73)

Rµν =
1

2
(∂λ∂µhνλ + ∂λ∂νhλµ − ∂λ∂λhµν − ∂ν∂µhλλ)F

(3.74)
Ïðè ìàëîì ïðåîáðàçîâàíèè x′µ = xµ + ξµ(x) F:

h′µν = hµν + ∂µξν + ∂νξµ ⇒ h′µν = hµν + ∂µξν + ∂νξµ
(3.75)

Rµν êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ:

hµν → hµν + ∂µξν + ∂νξµ (ïðîâåðèòü F) (3.76)

Ãàðìîíè÷åñêàÿ êàëèáðîâêà:

∂µh
µ
ν −

1

2
∂νh

λ
λ = 0 (3.77)

îáåñïå÷åíà, åñëè

∂µ∂
µξν = −

(
∂µh

µ
ν −

1

2
hλλ

)
(3.78)

Òîãäà, èç (3.74) F:

Rµν = −1

2
∂λ∂λhµν = −1

2
(∂2

0 −∆)hµν = −1

2
�hµν ⇒

(3.79)

�hµν = −16πG

(
Tµν −

1

2
ηµνT

)
(3.80)

Ãðàâèòàöèîííûå âîëíû

Åñëè Tµν = 0, òî
�hµν = 0 (3.81)

� âîëíîâîå óðàâíåíèå, ãðàâ. âîëíû â âàêóóìå.

Çàìå÷àíèå: åñëè G = 0, òî ãðàâ. âîëíû âñå ðàâíî
åñòü.



Ìàêðîñêîïè÷åñêèé ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé òåí-
çîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èçîòðîïíîé ¾æèäêî-
ñòè¿

1. Ïîêîÿùååñÿ âåùåñòâî (¾èäåàëüíàÿ æèäêîñòü¿) â
ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî (≈ òåíçîð íàïðÿæåíèé):

T µν =

(
ρ 0
p
p

0 p

)
(3.82)

uµ = (1, 0, 0, 0) (3.83)

2. Âåùåñòâî äâèæåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî:

(p + ρ)uµuν − pηµν − ýòî òåíçîð (3.84)

Â ñèñòåìå ïîêîÿ ìàòåðèè:

(p + ρ)

 1
0

0
0

− p
 1

−1
−1
−1

 =

=

(
ρ
p
p
p

)
(3.85)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîèçâîëüíîé äâèæóùåéñÿ ñèñòå-
ìå:

T µν = (p + ρ)uµuν − pηµν (3.86)

3. Âåùåñòâî â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå.
Â ëîêàëüíî-Ëîðåíöåâîé ñèñòåìå äîëæíî áûòü:

T µν = (p + ρ)uµuν − pηµν (3.87)

Òîãäà îáùåêîâàðèàíòíûé òåíçîð ÝÈ:

T µν = (p + ρ)uµuν − pgµν (3.88)

Ñòàòè÷åñêîå èçîòðîïíîå âåùåñòâî êàê èñòî÷-
íèê ãðàâèòàöèè (è àíòèãðàâèòàöèè)

�hµν = −16πG

(
Tµν −

1

2
ηµνT

)
(3.89)

Äëÿ êîìïîíåíòû 00: \T = ρ− 3p\

∂2
0h00 −∆h00 = −8πG(ρ + 3p) ⇒ (3.90)

∆h00 = 8πG(ρ + 3p) (3.91)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîé ñòàòèêå (ñì. (3.45)):

∆h00 = 2∆ϕ ⇒ (3.92)

∆ϕ = 4πG(ρ + 3p) (3.93)

Èñòî÷íèêîì ãðàâèòàöèè ÿâëÿåòñÿ íå ρ, à ρ + 3p.
Åñëè ρ < 0, p = 0 ⇒ àíòèãðàâèòàöèÿ.
Åñëè ρ + 3p < 0 ⇒ òîæå àíòèãðàâèòàöèÿ!

Λ-÷ëåí

Rµν −
1

2
gµνR = 8πG(Λgµν + Tµν) (3.94)

T (Λ)
µν =

 Λ
−Λ
−Λ
−Λ

 (3.95)

ρ = Λ, p = −Λ, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ: p = −ρ.
Åñëè Λ > 0, òî ρ + 3p = −2Λ < 0.
Êîñìîëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà Λ > 0 ïðèâîäèò ê àíòè-
ãðàâèòàöèè.



Êëàññè÷åñêàÿ êîñìîëîãèÿ: êîñìîëîãè÷åñêèé
ïðèíöèï è ñìûñë îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïèè

• Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Âñåëåííàÿ çàïîëíåíà èäåàëüíîé
(áåç âÿçêîñòè, ìíîãîêîìïîíåíòíîé)
êîñìîëîãè÷åñêîé æèäêîñòüþ
Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå

T̂ =

(
ρ
p
p
p

)
=
∑
i

T̂i (3.96)

• Êîñìîëîãè÷åñêèé ïðèíöèï: Âñåëåííàÿ èçîòðîïíà è
îäíîðîäíà: êîñìîëîãè÷åñêàÿ æèäêîñòü îäíîðîäíà è
ãåîìåòðèÿ îäíîðîäíà (êðèâèçíà îäèíàêîâà).

Ñìûñë îäíîðîäíîñòè.

• Multi�nger time � ìíîãîíàïðàâëåííîå âðåìÿ � íà-
áîð ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ ïîâåðõíîñòåé, ïåðå-
íóìåðîâàííûõ ïàðàìåòðîì t.

• ×åðåç êàæäîå ñîáûòèå ïðîõîäèò ãèïåðïîâåðõíîñòü
èçîòîðïèè � òî÷íûé ñìûñë îäíîðîäíîñòè.

• Èçîòðîïèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè
âëå÷åò îäíîðîäíîñòü íà òîé æå ïîâåðõíîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè áû íå áûëî îäíîðîäíîñòè, íà
ïîâåðõíîñòè âîçíèêëè áû ãðàäèåíòû, íàðóøàþùèå
èçîòðîïèþ.

• Íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ îäíîðîäíîñòè êîñìîëîãè÷å-
ñêàÿ æèäêîñòü äîëæíà ïîêîèòüñÿ (èíà÷å � àíèçîòðî-
ïèÿ). ⇒
Åñëè âñå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ðàçëîæåíî íà ñèñòåìó
ïîâåðõíîñòåé îäíîðîäíîñòè, òî èìååò åñòåñòâåííóþ

ñîïóòñòâóþùóþ êîñìîëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà,
ñâÿçàííóþ ñ ïîêîÿùåéñÿ êîñìîëîãè÷åñêîé æèäêî-
ñòüþ.

t

Äîïîëíèòåëüíîå ÷òåíèå: ×.Ìèçíåð, Ê.Òîðí,
Äæ.Óèëåð. Ãðàâèòàöèÿ, Ò.2., �27.2 � �27.5.

Êîñìîëîãè÷åñêèé ïðèíöèï è íàáëþäåíèå:

Îäíîðîäíîñòü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ íà-
áëþäåíèé, íî Âñåëåííàÿ íå ñòàöèîíàðíà, ïîýòîìó
ïðÿìî îäíîðäíîñòü íàáëþäàòü íåâîçìîæíî!

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ íàáëþäàåòñÿ ïëîòíîñòü ìà-
òåðèè, òåìïåðàòóðà è ò.ä. îòëè÷íûå îò ëîêàëüíûõ ñî-
âðåìåííûõ.



Îäíîðîäíûå è èçîòðîïíûå òðåõìåðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà

Îäíîðîäíûõ è èçîòðîïíûõ òðåõìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâà âñåãî òðè: åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, òðåõìåðíàÿ
ñôåðà, òðåõìåðíàÿ ïñåâäîñôåðà.

Åâêëèäîâî òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (3-ïëîñêîñòü)
Åñòü òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, ÷òî âî âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå

dl2 = γijdx
idxj = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 (3.97)

3-ñôåðà
Ôèêòèâíîå 4-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî:

ds2 = (dy1)2 + (dy2)2 + (dy3)2 + (dy4)2 (3.98)

Óðàâíåíèå 3-ñôåðû:

(y1)2 + (y2)2 + (y3)2 + (y4)2 = a2 (3.99)

Îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè:

y1 = a cosχ
y2 = a sinχ cos θ
y2 = a sinχ sin θ cosϕ
y4 = a sinχ sin θ sinϕ

(3.100)

dl2 = γijdx
idxj = a2[dχ2 + sin2 χ(dθ2 + sin2 θ dϕ2)] F

(3.101)
F Óïðàæíåíèå: ïîïûòàéòåñü îòãàäàòü ïàðàìåòðèçà-
öèþ 4-õ ìåðíîé ñôåðû â 5-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è
âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòà äëèíû íà 4-õ ìåðíîé ñôå-
ðå.

Â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ � ìåòðèêà åäèíè÷íîé 3-
ñôåðû, íèêàêèõ óïîìèíàíèé ôèêòèâíîãî 4-ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà (y1, y2, y3, y4) íåò.

3-ïñåâäîñôåðà (ãèïåðáîëîèä) Ôèêòèâíîå 4-ìåðíîå
ïñåâäîåâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî:

ds2 = (dy1)2 − (dy2)2 − (dy3)2 − (dy4)2 (3.102)

3-ïñåâäîñôåðà � ýòî ñôåðà â 4-ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâ-
ñêîãî (ïñåâäîñôåðà):

(y1)2 − (y2)2 − (y3)2 − (y4)2 = a2, y1 > 0 (3.103)

y1 = a chχ
y2 = a shχ cos θ
y2 = a shχ sin θ cosϕ
y4 = a shχ sin θ sinϕ

(3.104)

dl2 = γijdx
idxj = a2[dχ2 + sh2 χ(dθ2 + sin2 θ dϕ2)] F

(3.105)

Êàê ïîíÿòü, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà îäíîðîäíû?
Äëÿ 3-ñôåðû, 3-ïëîñêîñòè è 3-ïñåâäîñôåðû

Rijkl =
κ
a2

(γikγjl − γilγjk) (3.106)

κ =

{
+1 − 3-ñôåðà

0 − 3-ïëîñêîñòü
−1 − 3-ïñåâäîñôåðà

(3.107)

Ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, èëè â êîâàðè-
àíòíîì ôîðìàëèçìå: ñì. Robert M. Wald, General
Relativity Sec. 5.1, p. 91.

Rij = 2
κ
a2
γij F (3.108)

R = 6
κ
a2
F (3.109)

Ñêàëÿð êðèâèçíû âñþäó îäèíàêîâ � ïðîñòðàíñòâà ïî-
ñòîÿííîé êðèâèçíû.



Ìåòðèêà Ôðèäìàíà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà
(FRW)

ds2 = dt2 − a2(t)γijdx
idxj (3.110)

γij � ìåòðèêà îäíîãî èç îäíîðîäíûõ 3-ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ ñôåðû è ïñåâäîñôåðû ìîæíî âçÿòü ìåòðèêó åäè-
íè÷íûõ ñôåð.

Äëÿ 3-ïëîñêîñòè ôèç. ñìûñë èìååò òîëüêî a(t1)/a(t2)

ĝ =

 1

a2(t)γ̂

 (3.111)

Òîëüêî â ðàìêàõ ìîäåëè FRW êîñìîëîãè÷åñêîå âðåìÿ
ïðèîáðåòàåò ñìûñë!

Êîîðäèíàòû FRW � ñîïóòñòâóþùàÿ ñèñòåìà
îòñ÷åòà íåïîäâèæíîé êîñìîëîãè÷åñêîé æèä-
êîñòè

Äîêàæåì, ÷òî FRW ñèñòåìà îòñ÷åòà ñâÿçàíà ñ ñâî-
áîäíîé íåïîäâèæíîé êîñìîëîãè÷åñêîé æèäêîñòüþ,
òî åñòü
íåïîäâèæíûå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ñâîáîäíî, ò.å. ïî
ãåîäåçè÷åñêèì.

×òî òàêîå íåïîäâèæíûå ÷àñòèöû:

ui =
dxi

ds
= 0; u0 =

dx0

ds
=
dt

dt
= 1 (3.112)

∀µ :
duµ

ds
= 0 (3.113)

duµ

ds
+ Γµνλu

νuλ = 0 (3.114)

Ïîäñòàâëÿåì (3.112), (3.113):

Äîëæíî áûòü: 0 + Γµ00u
0u0 = Γµ00 = 0 (3.115)

Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äåéñòâèòåëüíî Γµ00 = 0.

Γµνλ =
1

2
gµσ(∂νgλσ + ∂λgνσ − ∂σgνλ) (3.116)

Γ0
00 = 0; Γi00 = 0; Γ0

0i = 0 F (3.117)

Γi0j = δij
ȧ

a
F (3.118)

Γ0
ij = aȧγij F (3.119)

Γijk = (3)Γijk F (3.120)



Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà

Rµν −
1

2
gµνR = 8πG(Λ gµν + Tµν) (3.121)

Rµν = ∂λΓλµν − ∂µΓλνλ + ΓλµνΓ
σ
λσ − ΓλµσΓσλν (3.122)

R00 = −∂0Γλ0λ − Γλ0σΓσ0λ = −3
ä

a
F (3.123)

R00 = −3
ä

a
(3.124)

R0i = ∂jΓ
j
0i − ∂0Γλiλ + Γλ0iΓ

σ
λσ − Γλ0σΓσλi = 0 F (3.125)

Rij = ∂λΓλij − ∂iΓλjλ + ΓλijΓ
σ
λσ − ΓλiσΓσλj =

∂0Γ0
ij + ∂kΓ

k
ij

− ∂iΓ0
j0 − ∂iΓljl

+ (Γ0
ijΓ

σ
0σ + ΓkijΓ

σ
kσ)

− (Γ0
ikΓ

k
0j + Γki0Γ0

jk + ΓkilΓ
l
jk) =

= ∂0Γ0
ij + Γ0

ijΓ
σ
0σ − Γ0

ikΓ
k
0j − Γki0Γ0

jk + (3)Rij =

= (aä + 2ȧ2)γij + (3)Rij =

=
∖

(3)Rij = 2
κ
r2
γij; r ≡ 1; κ = +1, 0,−1

∖
=

= (aä + 2ȧ2 + 2κ)γij (3.126)

Rij = (aä + 2ȧ2 + 2κ)γij (3.127)

R = gµνRµν = g00R00+gijRij = −6

(
ä

a
+
ȧ2

a
+

κ
a2

)
⇒

(3.128)
Ë×, 00-êîìïîíåíòà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà:

R00 −
1

2
g00R = 3

(
ȧ2

a2
+

κ
a2

)
(3.129)

Ïîêîÿùàÿñÿ ìàòåðèÿ:

T00 = ρ; g00Λ = Λ ⇒ (3.130)

Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà (ñ Λ-÷ëåíîì)

(
ȧ

a

)2

=
8π

3
G(ρ + Λ)− κ

a2
(3.131)

Êàê ìåíÿåòñÿ ρ â çàâèñèìîñòè îò t è a?

∇µT
µν = 0 (3.132)

∇µT
µ0 = ∂µT

µ0 + ΓµµσT
σ0 + Γ0

µσT
µσ =

= ∂0T
00 + Γii0T

00 + Γ0
ijT

ij =

=

∖
T ij = (p + ρ)uiuj − pgij = −pgij =

1

a2
pγij

∖
=

= ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0 (3.133)



(Λ-÷ëåí óäîâëåòâîðÿåò êîâàðèàíòíîå ñîõðàíåíèå
ýíåðãèè-èìóëüñà òîæäåñòâåííî).

Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èçîòðîïíîé êîñìî-
ëîãèè:(
ȧ

a

)2

=
8π

3
G(ρ + Λ)− κ

a2
(óðàâíåíèå Ôðèäìàíà)

(3.134)

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0 (êîâàðèàíòíîå ñîõðàíåíèå)

(3.135)
p = p(ρ) (óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ) (3.136)



Ëåêöèÿ 4

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èçîòðîïíîé îäíîðîäíîé êîñìîëîãèè. Çîîïàðê
êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ñòàíäàðòíûå ñâå÷è.
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Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èçîòðîïíîé êîñìî-
ëîãèè:(
ȧ

a

)2

=
8π

3
G(ρ + Λ)− κ

a2
(óðàâíåíèå Ôðèäìàíà)

(4.1)

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ p) = 0 (êîâàðèàíòíîå ñîõðàíåíèå) (4.2)

p = p(ρ) (óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ) (4.3)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èçîòðîïíîé îäíîðîäíîé
êîñìîëîãèè

Ðåøåíèÿ äëÿ κ = 0, Λ = 0

(
ȧ

a

)2

=
8π

3
Gρ (4.4)

Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ïûëü
Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ:

p = 0 (4.5)

Èç (4.2):

ρ̇

ρ
= −3

ȧ

a
⇒ d(ln ρ) = d(ln a−3) ⇒ (4.6)

ρ =
const

a3
(ñîõðàíåíèå ÷èñëà ÷àñòèö) (4.7)

Èç (4.4):(
ȧ

a

)2

=
const

a3
⇒ a(t) = const′(t− ts)2/3 (4.8)

Ïðè t = ts a(t) = 0 � ñèíãóëÿðíîñòü.

t

a(t)

t
S



Áóäåì ïîëàãàòü ts = 0:

a(t) = const t2/3 (4.9)

ρ =
const

t2
(4.10)

Â ìîìåíò ñèíãóëÿðíîñòè ïðîñòðàíñòâî áûëî ïëîñêèì
è áåñêîíå÷íûì, ïëîòíîñòü áûëà áåñêîíå÷íîé.
Ïîñòîÿííóþ â (4.10) ìîæíî íàéòè:

ȧ

a
=

const(2/3)t−1/2

const t2/3
=

2

3

1

t
⇒ ρ =

3

8πG

(
ȧ

a

)2

=
1

6πG

1

t2

(4.11)

Ïîñòîÿííàÿ Õàááëà:

H(t) =
ȧ

a
(4.12)

1/H âî âñåõ ìîäåëÿõ ïîðÿäêà âîçðàñòà Âñåëåííîé (îò
ñèíãóëÿðíîñòè!)
Â ÷àñòíîñòè, â ìîäåëè ïûëè

H(t) =
2

3

1

t
, t =

2

3

1

H(t)
(4.13)

Ñîâðåìåííîå (t0) çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé Õàááëà:

H0 ≡ H(t0) = h× 100
êì/ñ

Ìïê
, h = 0.6774± 0.0046

(4.14)

t0 ≈ 3.0 · 1017 sec ≈ 9.6 · 109 years F (4.15)

Êîñìîëîãè÷åñêèé ãîðèçîíò

Êîíôîðìíîå âðåìÿ.

ds2 = dt2 − a2(t)δijdx
idxj = a2(t)(dη2 − δijdxidxj)

(4.16)
� êîíôîðìíî-ïëîñêàÿ ìåòðèêà.

dη = dt/a(t) (4.17)

Äëÿ ïëîñêîé ìîäåëè ñ ïûëüþ:

η(t) =

∫ t

0

dt

a(t)
=

∫ t

0

dt

const · t2/3
=

3

const
· t1/3 (4.18)

Ñâåòîïîäîáíûå ãåîäåçè÷åñêèå: ds2 = 0⇒

dη2 = δijdx
idxj = dx2 ⇒ dη = |dx| (4.19)

  

координатное пространство, x



0 горизонт, x(
0
)

свет еще 
не дошел
до нас

x(η0) = η0 = η(t0) (4.20)



lH(t0) = a(t0)x(η0) = a(t0)η(t0) =

= a(t0)

∫ t0

0

dt

a(t)
= const · t2/30

∫ t0

0

dt

const · t2/3
= 3t0 =

= 28.8 · 109 ñâ. ëåò (4.21)

(ct0 ∼ 9.6 · 109 ñâ. ëåò � ìíîãî ìåíüøå ãîðèçîíòà!)

F Ïóñòü ìû íàáëþäàåì îáúåêò ñ âîçðàñòîì ∆t. Êà-
êîâî äî íåãî ðàññòîÿíèå (â ìîäåëè ïûëè)? Ïî÷åìó
äëÿ ìàëûõ ðàññòîÿíèé L ≈ c∆t?

Êðàñíîå ñìåùåíèå

Ýâîëþöèÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

SMink = −1

4

∫
d4xF νρFνρ; Fµν = ∂µAν−∂νAµ (4.22)

S = −1

4

∫
d4x
√
−gF νρFνρ (4.23)

Fµν = ∇µAν −∇νAµ = ∂µAν − ∂νAµ (4.24)

S = −1

4

∫
d4x
√
−ggµνgλρFµλFνρ (4.25)

Â êîíôîðìíî-ïëîñêîé ìåòðèêå

ds2 = a2(η)[dη2 − δijdxidxj] (4.26)

Èìååì

gµν(η) = a2(η)ηµν (4.27)

gµν(η) =
1

a2(η)
ηµν (4.28)

√
−g = a4 (4.29)

Èç (4.25):

S = −1

4

∫
d4x a4 1

a4
ηµνηλρFµλFνρ =

= −1

4

∫
d4xηµνηλρFµλFνρ (4.30)

� ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå êîíôîðìíî-èíâàðèàíòíî.
Ïëîñêàÿ âîëíà â (η, xi)-ïðîñòðàíñòâå ðàñïðîñòàíÿåò-
ñÿ êàê â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî:

A(α)
µ = e(α)

µ exp[i(|k|η − kx)] (4.31)

|k| � íå ÷àñòîòà, è k � íå âîëíîâîé âåêòîð â ôèçè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå!
Íî ìîæíî ïåðåéòè ê ôèçè÷åñêèì âåëè÷èíàì:

∆η =
2π

k
− êîíôîðìíûé ïåðèîä,

íå çàâèñèò îò âðåìåíè (4.32)

∆T (t) = a(t)∆η − ôèçè÷åñêèé ïåðèîä,

ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî a(t) (4.33)

ω(t) =
2π

∆T (t)
=

2π

a(t)∆η
=

k

a(t)
−ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòîòà,

ïàäàåò îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî a(t) (4.34)

Óìåíüøåíèå ÷àñòîòû � êðàñíîå ñìåùåíèå.



Ýâîëþöèÿ ñêîðîñòè ñâîáîäíûõ ÷àñòèö

Êîîðäèíàòíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû îòëè÷íà îò íóëÿ:

ui =
dxi

ds
6= 0; ds2 = dt2 − δijxixj (4.35)

Ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû:

dX i = a(t)dxi ⇒ U i =
dX i

ds
= a(t)ui (4.36)

duµ

ds
+ Γµνλu

νuλ = 0⇒
∖

Γijk = 0
∖
⇒ (4.37)

dui

ds
+ 2Γi0ju

0uj = 0 (4.38)

Γi0j = δij
ȧ

a
⇒ dui

ds
+ 2

ȧ

a

dt

ds
ui = 0 (4.39)

dui

ds
=
dt

ds

dui

dt
=
dt

ds

d

dt

(
U i

a

)
=
dt

ds

(
dU i

dt

1

a
− ȧ

a2
U i

)
(4.40)

dt

ds

(
dU i

dt

1

a
− ȧ

a2
U i

)
+ 2

ȧ

a

dt

ds

1

a
U i = 0 (4.41)

dU i

dt
= −ȧ

a
U i (4.42)

dU i

U i
= −da

a
⇒ U i =

const

a(t)
= U i(ti)

a(ti)

a(t)
(4.43)

Ñêîðîñòü (è èìïóëüñ pi = mUi, íî íå ýíåðãèÿ!) ìàñ-
ñèâíûõ ÷àñòèö ïàäàåò êàê 1/a(t).

• Âñå èìïóëüñû ïàäàþò êàê 1/a(t)!

Êðàñíîå ñìåùåíèå z îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç èçìåíåíèå
÷àñòîòû ñâåòà:

ωi
ω0

= 1 + z(ti) =
a(t0)

a(ti)
⇒ (4.44)

z(ti) =
a(t0)

a(ti)
− 1 (4.45)

Çàêîí Õàááëà

ti áëèçêî â ïðîøëîì ê t0

a(ti) = a(t0) + (ti − t0)ȧ(t0) =

= a(t0)

[
1− (t0 − ti)

ȧ(t0)

a(t0)

]
=

= a(t0)[1− (t0 − ti)H0] (4.46)

z(ti) =
a(t0)

a(t0)[1− (t0 − ti)H0]
− 1 ∼= (t0 − ti)H0 (4.47)

Íî t0 − ti = r ⇒

z(ti) = rH0 (4.48)



Êîñìîëîãè÷åñêîå êðàñíîå ñìåùåíèå � íå Äîïïëåðîâ-
ñêîå!

Ýòî ñëåäóåò òàêæå èç êîíòåêñòà, â êîòîðîì îòíîñè-
òåëüíûå ñêîðîñòè ìîãóò ïðåâûøàòü ñêîðîñòü ñâåòà.

ds2 = dt2 − a2(t)dl2 (4.49)

Ïîìåñòèì ñåáÿ â òî÷êó 0, ìîìåíò âðåìåíè t0.
Ôèçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå äî òî÷êè íà êîîðäèíàòíîì
ðàññòîÿíèè l

r(t0) = a(t0)l (ýòî òî÷íîå ðàâåíñòâî) (4.50)

ṙ(t0) = v(t0) = ȧl (4.51)

� ñêîðîñòü ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêà ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîì l!
Ýôôåêò Äîïïëåðà íå îïèñûâàåò òàêóþ ñèòóàöèþ.

Îòêóäà áåðåòñÿ èëëþçèÿ ýôôåêòà Äîïïëåðà?

Ýôôåêò Äîïïëåðà äëÿ ìàëûõ v åñòü:

∆ω

ω
=
v

c
≡ v = ȧl =

(
ȧ

a

)
al = Hr (4.52)

Äëÿ ìàëûõ ðàññòîÿíèé êîñìîëîãè÷åñêîå êðàñíîå
ñìåùåíèå âûãëÿäèò êàê ýôôåêò Äîïïëåðà (è îøè-
áî÷íî òðàêòóåòñÿ êàê ýôôåêò Äîïïëåðà).

Êàê ìû âèäèì ãîðèçîíò?

  

пространство

t

t0 горизонт, lH

Äëÿ ãîðèçîíòà ti = 0⇒

z(0) =
a(t0)

a(0)
− 1 =

a(t0)

0
− 1 =∞ (4.53)

Ãîðèçîíò âèäåí ïðè áåñêîíå÷íîì êðàñíîì ñìåùåíèè
� êàê áû óäàëÿþùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà



Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîå âåùåñòâî, ïëîñêàÿ âñå-
ëåííàÿ

p =
1

3
n〈vP 〉 − äëÿ ëþáîãî ãàçà (4.54)

Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé (ÓÐ) ãàç:

E2 = m2 + P 2 ≈ P 2 ⇒ P ∼= E, v ∼= 1⇒ (4.55)

p =
1

3
nE =

1

3
ρ (4.56)

p =
1

3
ρ (4.57)

Êàê ρ çàâèñèò îò a?

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0 (ñîõð. ÒÝÈ) (4.58)

dρ

ρ
= −4

da

a
(4.59)

ρ =
const

a4
(4.60)

(íå 1/a3!) (
ȧ

a

)2

=
8π

3
Gρ =

const

a4
(4.61)

a(t) = const′t1/2 (4.62)

H(t) =
ȧ

a
=

1

2t
(4.63)

(äëÿ ïûëè áûëî 2
3t)

ρ =
3

8πG

(
ȧ

a

)2

=
3

32πG

1

t2
(4.64)

Ãîðèçîíò:

lH(t) = a(t)

∫ t

0

dt

a(t)
= 2t =

1

H(t)
(4.65)

(äëÿ ïûëè 2/H(t))

Âàêóóì è äå-Ñèòòåðîâñêîå ïëîñêîå ðåøåíèå

Íèêàêîé ìàòåðèè êðîìå Λ-÷ëåíà.(
ȧ

a

)2

=
8π

3
GΛ, Λ = const ≥ 0 (4.66)

Â ïëîñêîì ñëó÷àå äëÿ Λ < 0 ðåøåíèÿ íåò!

ȧ

a
= (±)

√
8π

3
GΛ = (±)HdS ⇒ (4.67)

a(t) = const× e(+)HdSt (4.68)

Ñæèìàþùèåñÿ ðåøåíèÿ íå ôèçè÷íû (?).
Ñèíãóëÿðíîñòè íåò. Êîñìîëîãè÷åñêèé ãîðèçîíò
= +∞ (òîæå íåò).

Λ âåäåò ñåáÿ êàê ïëîòíîñòü âàêóóìà:

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0⇒ \p = −ρ\ ⇒ ρ̇ = 0 (4.69)

Ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà (÷òî è îæèäàåòñÿ îò âàêóóìà).



ÄåÑèòòåðîâñêèé ãîðèçîíò

Êàêîâ â ìîìåíò âðåìåíè t0 ðàçìåð îáëàñòè, èç êîòî-
ðîé äîéäóò ñèãíàëû â òî÷êó x = 0 ê ìîìåíòó t > t0?

  

пространство

t

x = 0

t0

ldS(t) = a(t0)

∫ t

t0

dt′

a(t′)
=

= const× eHdSt0
∫ t

t0

dt′

const× eHdSt′
=

=
1

HdS

[
1− e−HdS(t−t0)

]
(4.70)

ldS(∞) =
1

HdS
(4.71)

Ñèãíàëû èç îáëàñòåé, êîòîðûå ñåé÷àñ äàëüøå ldS(∞)
íå äîéäóò äî òî÷êè x = 0 íèêîãäà!

Ñëó÷àè κ = +1,−1

Ïûëåâèäíàÿ ìàòåðèÿ, Λ = 0. Èç (4.2):

ρ =
const

a3
(4.72)(

ȧ

a

)2

=
8πG

3

const

a3
− κ
a2

=
amax
a3
− κ
a2

(4.73)

dt = a(t)dη ⇒
(
da

dη

)2

= amaxa− κa2 (4.74)

κ = +1
a(η) = amax sin2 η

2
(4.75)

Âñåëåííàÿ ðîæäàåòñÿ â òî÷êå è êîëëàïñèðóåò â òî÷-
êó.

  

t =

∫ η

0

a(η)dη =
amax

2
(η − sin η) (4.76)



t

a

Äëÿ κ = +1 ìîæíî ÿâíî âûðàçèòü amax ÷åðåç ìàññó
âñåëåííîé:

8πG

3
ρ =

amax
a3

(ïî îïðåäåëåíèþ, ñì. (4.73)) (4.77)

ρ× 2π2a3 = m⇒ ρ =
m

2π2a3
(4.78)

8πG

3

m

2π2a3
=
amax
a3
⇒ amax =

4

3π
mG (4.79)

κ = −1
a(η) = amax sh2 η

2
(4.80)

t =

∫ η

0

a(η)dη =
amax

2
(sh η − η) (4.81)

Êîëëàïñà íåò, âñåëåííàÿ îòêðûòà è áåñêîíå÷íà.

t

a

F Íàéäèòå àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ ïðè t→∞.



Çîîïàðê êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé

È.Ä. Íîâèêîâ. Êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè. Ôèçè÷åñêàÿ
ýíöèêëîïåäèÿ, Ò.2, ñòð. 475

Ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ
(èëè êàê áûëà îòêðûòà òåìíàÿ ýíåðãèÿ)

q0 = − 1

H2
0

ä

a

∣∣∣∣
t0

= −ä a
ȧ2

(4.82)

Ïûëü:

a(t) = const t2/3

ȧ(t) =
2

3
const t−1/3 (4.83)

ä(t) = −2

9
const t−4/3

q0 = +
1

2
(4.84)

Êàêîâ ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ â áîëåå îáùåì ñëó÷àå?
(È â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ýòîò áîëåå îáùèé ñëó÷àé)?

Êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü

Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà:

H2(t) =

(
ȧ

a

)2

=
8π

3
G(ρ + Λ)− κ

a2
(4.85)

⇒ Ïîñòîÿííàÿ Õàááëà ñåé÷àñ:

H2
0 =

8π

3
G(ρ0 + Λ)− κ

a2
0

(4.86)

Åñëè ïðîñòðàíñòâî ïëîñêîå, κ = 0, òî

8π

3
G(ρ0 + Λ) = H2

0 ⇒ ρ0 + Λ =
3

8πG
H2

0 (4.87)



ρc ≡
3

8πG
H2

0 − êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü (4.88)

h = 0.68⇒
ρc = 4.9 · 10−6 ÃýÂ

ñì3
(4.89)

ρ0 + Λ èçìåðÿþòñÿ.
Ðåçóëüòàò: â ïðåäåëàõ îøèáîê

ρ0 + Λ = ρc ⇒ (4.90)

Íàøå ïðîñòðàíñòâî î÷åíü áëèçêî ê ïëîñêîìó.

Èç (4.85):

H2 =
8π

3
G(ρ + Λ)− κ

a2
=

=
8π

3
G

(
ρM + ρrad + ρΛ −

3

8πG

κ
a2

)
=

=
8π

3
G (ρM + ρrad + ρΛ + ρcurv) (4.91)

Óðàâíåíèå ñïðàâåäëèâî âñåãäà, êîãäà ìîæíî ïðåíå-
áðå÷ü ïëàâíûì ïðåâðàùåíèåì óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé
ìàòåðèè â íåðåëÿòèâèñòñêóþ ⇒
Âñåãäà, êðîìå î÷åíü ðàííèõ ýïîõ ïîñëå ñèíãóëÿðíî-
ñòè.

Èç (4.91):

ρM + ρrad + ρΛ + ρcurv =
3

8πG
H2 (4.92)

Â ñîâðåìåííóþ ýïîõó (ïî îïðåäåëåíèþ (4.88))

ρ0
M + ρ0

rad + ρ0
Λ + ρ0

curv = ρc (4.93)

Ââåäåì îòíîñèòåëüíûå ïëîòíîñòè ñåé÷àñ:

ΩM = ρ0
M/ρc (4.94)

Ωrad = ρ0
rad/ρc (4.95)

ΩΛ = ρ0
Λ/ρc (4.96)

Ωcurv = ρ0
curv/ρc (4.97)

ΩM + Ωrad + ΩΛ + Ωcurv = 1 (4.98)

ρM = ρ0
M

(a0

a

)3

(4.99)

ρrad = ρ0
rad

(a0

a

)4

(4.100)

ρΛ = ρ0
Λ ≡ Λ (4.101)

ρcurv = ρ0
curv

(a0

a

)2

(4.102)

ρc =
3

8πG
H2

0 ⇒
8π

3
G =

H2
0

ρc
(4.103)

H2 =
H2

0

ρc

[
ρ0
M

(a0

a

)3

+ ρ0
rad

(a0

a

)4

+ ρλ + ρ0
curv

(a0

a

)2
]

=

= H2
0

[
ΩM

(a0

a

)3

+ Ωrad

(a0

a

)4

+ ΩΛ + Ωcurv

(a0

a

)2
]

(4.104)



Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà â îòíîñèòåëüíûõ ïëîòíîñòÿõ:

(
ȧ

a

)2

= H2
0

[
ΩM

(a0

a

)3

+ Ωrad

(a0

a

)4

+ ΩΛ + Ωcurv

(a0

a

)2
]

(4.105)

Ñ÷èòàÿ Ωrad � ΩM íàéäåì q0 â ñîâðåìåííóþ ýïîõó(
ȧ

a

)2

= H2
0

[
ΩM

(a0

a

)3

+ ΩΛ + Ωcurv

(a0

a

)2
]
(4.106)

ȧ = H0

√
ΩM a3

0/a + ΩΛa2 + Ωcurva2
0 (4.107)

ä =
H0

2

−ΩM a3
0/a

2 + 2aΩΛ√
ΩM a3

0/a + ΩΛa2 + Ωcurva2
0

ȧ =

=
1

2
H2

0(2aΩΛ −
1

a2
ΩMa

3
0) (4.108)

q0 = − 1

H2
0

ä

a

∣∣∣∣
t0⇒a=a0

=
1

2
(ΩM − 2ΩΛ) (4.109)

(Ωcurv óøëî!)

q0 =
1

2
(ΩM − 2ΩΛ) [ΩM = 1, Λ = 0⇒ q0 = 1/2]

(4.110)

Â êàêîì ñîîòíîøåíèè íàõîäÿòñÿ ΩM è ΩΛ?

Ñòàíäàðòíûå ñâå÷è è ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ

Íàáëþäàåìàÿ ÿðêîñòü J(z) ñòàíäàðòíîãî èñòî÷íèêà
ñî ñâåòèìîñòüþ L:

J(z) =
L

S(z)
× 1

1 + z
× 1

1 + z
=

L

S(z)

1

(1 + z)2

ïîêðàñ- ðàñòÿæåíèå
íåíèå âðåìåíè

(4.111)
S(z) � ïëîùàäü 2-ñôåðû, îêðóæàþùåé èñòî÷íèê.

Ðàñòÿæåíèå âðåìåíè:

dηi =
dti
ai

=
dt0
a0
⇒ dti =

ai
a0
dt0 =

dt0
1 + z

(4.112)

t
0

t
i

d

d



x

S(z) =?



Ëåêöèÿ 5

Ïàðàìåòð çàìåäëåíèÿ è òåìíàÿ ýíåðãèÿ. Ìîäåëü ΛCDM .
Âðåìåííàÿ øêàëà òðåõ îñíîâíûõ ýïîõ Âñåëåííîé è ôóíêöèÿ z(t).
Óãëîâîé ðàçìåð, ñòàíäàðòíûå ëèíåéêè è ñòàíäàðòíûå ñèðåíû.
Òåðìîäèíàìèêà Âñåëåííîé.
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Ïëîùàäü 2-ñôåðû â 3-ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå,
3-ñôåðå è 3-ïñåâäîñôåðå

1. Äëèíà îêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ íà 2-ïëîñêîñòè

  



 Cρ = 2πρ = 2πr(ρ)
(5.1)

r(ρ) = a
(ρ
a

)
= aχ(ρ)

(5.2)
a � ïðîèçâîëüíûé ìàñøòàáíûé ôàêòîð

2. Äëèíà îêðóæíîñòè ðàäèóñà ρ íà 2-ñôåðå

Cρ = 2πr(ρ) (5.3)

r(ρ) = a sin
(ρ
a

)
= a sinχ(ρ) (5.4)

a � ðàäèóñ

3. Ïëîùàäü 2-ñôåðû â 3-ïëîñêîñòè

Sρ = 4πρ2 = 4πr2(ρ) (5.5)

r(ρ) = a
(ρ
a

)
= aχ(ρ) = aχ(ρ(z)) (5.6)

4. Ïëîùàäü 2-ñôåðû â 3-ñôåðå

Sρ = 4πr2(ρ) (5.7)

r(ρ) = a sin
(ρ
a

)
= a sinχ(ρ) = a sinχ(ρ(z)) (5.8)

5. Ïëîùàäü 2-ñôåðû â 3-ïñåâäîñôåðå

Sρ = 4πr2(ρ) (5.9)

r(ρ) = a sh
(ρ
a

)
= a shχ(ρ) = a shχ(ρ(z)) (5.10)



S(z) = 4πr2(z) (5.11)

r(z) =

{
aχ(z) − 3-ïëîñêîñòü
a sinχ(z) − 3-ñôåðà
a shχ(z) − 3-ïñåâäîñôåðà

(5.12)

χ(z) =
ρ(z)

a
(5.13)

χ(z) � êîîðäèíàòíîå ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà,
èçëó÷èâøåãî ïðè êðàñíîì ñìåùåíèè z
(ìîìåíò âðåìåíè ti) äî ïðèåìíèêà íà Çåìëå.

Âû÷èñëåíèå r(z)

Êîîðäèíàòíîå ðàññòîÿíèå äî èñòî÷íèêà, èçëó÷èâøå-
ãî â ìîìåíò ti, è ïðèíÿòîãî íà Çåìëå â ìîìåíò t0:

x = χ =

∫ t0

ti

dt

a(t)
; χ(z) =? (5.14)

z(t) =
a0

a(t)
− 1⇒ dz = −a0

a2
ȧ dt⇒ dt = − a2

a0ȧ
dz ⇒

(5.15)

χ(z) =

∫ 0

z

(
− a2

a0ȧ

)
dz

1

a
=

∫ z

0

dz

a0(ȧ/a)
=

=

∖(
ȧ

a

)2

= H2
0

[
ΩM

(a0

a

)3

+ ΩΛ + Ωcurv

(a0

a

)2
]

;

(ïðåíåáðåãëè èçëó÷åíèåì);
a0

a
= z + 1

∖
=

=

∫ z

0

dz

a0H0

√
ΩM(1 + z)3 + ΩΛ + Ωcurv(1 + z)2

(5.16)

Ðåçóëüòàò:

κ = 0 :

r(z) =
1

H0

∫ z

0

dz√
ΩM(1 + z)3 + ΩΛ

; ΩM + ΩΛ = 1 (5.17)

κ = +1 :

r(z) = a0 sin

[∫ z

0

dz

a0H0

√
ΩM(1 + z)3 + ΩΛ + Ωcurv(1 + z)2

]
(5.18)

κ = −1 :

r(z) = a0 sh

[∫ z

0

dz

a0H0

√
ΩM(1 + z)3 + ΩΛ + Ωcurv(1 + z)2

]
(5.19)



Ìîæíî èç Ï.×. èñêëþ÷èòü H0:

Ωcurv =
ρ0
curv

ρc
=

1

ρc

(
−κ
a2

0

)
3

8πG
=

=
8πG

3H2
0

(
−κ
a2

0

)
3

8πG
= − 1

H2
0

κ
a2

0

⇒ (5.20)

H0a0 = 1/
√
−κΩcurv (5.21)

H0r(z) � âûðàæåíèå r(z) â åñòåñòâåííûõ êîñìîëîãè-
÷åñêèõ åäèíèöàõ:

κ = 0 :

H0r(z) =

∫ z

0

dz√
ΩM(1 + z)3 + ΩΛ

; ΩM + ΩΛ = 1 (5.22)

κ = +1 :

H0r(z) =

1√
−Ωcurv

sin

[∫ z

0

√
−Ωcurvdz√

ΩM(1 + z)3 + ΩΛ + Ωcurv(1 + z)2

]
(5.23)

κ = −1 :

H0r(z) =

1√
Ωcurv

sh

[∫ z

0

√
Ωcurvdz√

ΩM(1 + z)3 + ΩΛ + Ωcurv(1 + z)2

]
(5.24)

Íàáëþäàåìàÿ ÿðêîñòü

J(z) =
L

4π[(z + 1)r(z)]2
⇒ (5.25)

r(z) =
1

z + 1

√
L

4πJ(z)
⇒ (5.26)

H0r(z; ΩM ,ΩΛ,Ωcurv) =
H0

z + 1

√
L

4πJ(z)
(5.27)

ßðêîñòíîå ðàññòîÿíèå: DL = (z + 1)r(z).

Åñëè åñòü ¾ñòàíäàðòíàÿ ñâå÷à¿ L, òî H0r(z) ìîæíî
èçìåðèòü.

  

Â ïëîñêîé âñåëåííîé ïðè áÎëüøèõ Λ ïðè îäíîì è
òîì æå z ðàññòîÿíèå r(z) áîëüøå � ñâåðõíîâûå òóñê-
ëåå.



Ñòàíäàðòíûå ñâå÷è � ñâåðõíîâûå òèïà Ia.

A.G. Riess et. al. The Astronomical Journal, 116 : 1009-
1038, 1998.

M −m � ñâåòèìîñòü (÷åì áîëüøå, òåì òóñêëåå)
Ýêñïåðèìåíò íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäïîëîæåíè-
åì, ÷òî Âñåëåííàÿ çàïîëíåíà òîëüêî ìàòåðèåé.

Íàçàä ê ïàðàìåòðó çàìåäëåíèÿ

Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî z F

r(z) ∼=
1

H0

[
z − z2

2

(
1 +

ΩM − 2ΩΛ

2

)]
(5.28)

Èç (4.109):

q0 =
ΩM − 2ΩΛ

2
⇒ (5.29)

r(z) ∼=
1

H0

[
z − z2

2
(1 + q0)

]
(5.30)

q0 îïðåäåëÿåòñÿ ïðÿìî ïî êðèâîé r(z), q0 < 0⇒
íå çàìåäëåíèå, à óñêîðåíèå!

Èìååòñÿ ïðèáëèçèòåëüíîå âûðîæäåíèå ïî ΩM è ΩΛ
ïðè ìàëûõ z ⇒
×åì áîëüøå z, òåì òî÷íåå îïðåäåëåíèå q0.



A.G. Riess et. al. The Astronomical Journal, 116 : 1009-
1038, 1998.

Îãðàíè÷åíèÿ íà ΩM è ΩΛ ïî îäíèì òîëüêî ñâåðõíî-
âûì Ia.

Íåëüçÿ ëè íàéòè ñòàíäàðòíûå ñâå÷è ïîÿð÷å?

Ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü ãàììà-áàðñòåðû êàê
ñòàíäàðòíûå ñâå÷è ïðè áîëüøèõ z?

Ïîêà åñòü ïðîáëåìû.



ΛCDM-ìîäåëü � ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü êîñìîëî-
ãèè

ΛCDM � Λ Cold Dark Matter

(Íåêîòîðûå) ïàðàìåòðû ñòàíäàðòíîé ìîäåëè

ΩM = 0.309± 0.006 (ΩB ≈ 0.05, ΩCDM ≈ 0.26)(5.31)
ΩΛ = 0.691± 0.006 (5.32)

Ωrad . 10−4 (5.33)
|Ωcurv| < 0.005 (5.34)

h = 0.6780± 0.0077 (5.35)
w = −1.006± 0.045 (5.36)

1. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ òåìíîé ýíåðãèè:

p = wρ (5.37)

w = −1 ⇒ òåìíàÿ ýíåðãèÿ åñòü â òî÷íîñòè âàêóóì-
íûé êîñìîëîãè÷åñêèé ÷ëåí. Èíà÷å ¾êâèíòýññåíöèÿ¿
(w > −1, ñêàëÿðíîå ïîëå) èëè ¾ôàíòîìíàÿ ýíåðãèÿ¿
(w < −1, íåïîíÿòíî ÷òî ⇒
Áîëüøîé ðàçðûâ, Big Rip).

2. Îöåíêà Ωrad

Ωγ =
ργ
ρc

(5.38)

¾Çàêîí Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà¿

ργ = 2
π2

30
T 4

0 , T0 = 2.725 Ko (5.39)

ρc =
3

8πG
H2

0 ; h = 0.68⇒ (5.40)

Ωγ = 0.53 · 10−4 ⇒ Ωrad ' 10−4 (5.41)

(Ïðîâåðüòå F)

Îñíîâíûå ôàçû ýâîëþöèè Âñåëåííîé

Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà:(
ȧ

a

)2

= H2
0

[
ΩM

(a0

a

)3

+ Ωrad

(a0

a

)4

+ ΩΛ + Ωcurv

(a0

a

)2
]

(5.42)

1. Ïðè a→ 0 äîìèíèðóåò ðàäèàöèîííûé ÷ëåí Ωrad

⇒
ðàäèàöèîííî-äîìèíèðîâàííàÿ ñòàäèÿ, ýðà äîìè-
íèðîâàíèÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ìàòåðèè, ¾Ãî-
ðÿ÷èé Áîëüøîé âçðûâ¿

2. Ïîòîì äîìèíèðóåò ÷ëåí ΩM ⇒
ýðà äîìèíèðîâàíèÿ (õîëîäíîé íåðåëÿòèâèñò-
ñêîé) ìàòåðèè, ýðà ïûëåâèäíîé ìàòåðèè

3. Ïîòîì äîìèíèðóåò ÷ëåí ΩΛ ⇒
ýðà ÄåÑèòòåðà

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè åñòü âñåãî òðè îñíîâ-
íûå ôàçû ýâîëþöèè, ñâÿçàííûå ñîîòâåòñòâåííî ñ
Ωrad,ΩM ,ΩΛ.



Îò ðàäèàöèîííî-äîìèíèðîâàííîé ñòàäèè ê
ñòàäèè õîëîäíîé ìàòåðèè

(
ȧ

a

)2

=
8π

3
Gρc

[
ΩM

(a0

a

)3

+ Ωrad

(a0

a

)4
]

(5.43)

ΩM

(a0

a

)3

∼ Ωrad

(a0

a

)4

⇒ aeq (5.44)

a0

aeq
∼ ΩM

Ωrad
∼ 0.3

10−4
= 1 + zeq ⇒ (5.45)

zeq ≈ 3 · 103 (5.46)

Teq
T0

= 1 + zeq ⇒ Teq = T0(1 + zeq) ≈ 104 Ko ∼ 1 ýÂ

(5.47)

Êàê íàéòè âðåìÿ teq?

� Íå ñîâñåì ïðîñòî, ÷åðåç òåìïåðàòóðó.

MPl =

√
~c
G

=
1√
G
⇒ G =

1

M 2
Pl

(5.48)

[G] = [ÃýÂ]−2 = [M ]−2 (5.49)

MPl = 1.6 · 1019 ÃýÂ = 2.2 · 10−5 ã F (5.50)

¾Çàêîí Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà¿ äëÿ ôîòîíîâ è íåéòðè-
íî (äðóãèõ ÓÐ ÷àñòèö íåò):

ρrad =
π2

30
g∗T

4 (5.51)

g∗ � ýôôåêòèâíîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû (ñòàò. âåñ)
ôîòîíîâ è íåéòðèíî:

g∗ = 2 +
21

4

(
4

11

)4/3

≈ 3.36 (ïîëó÷èì ïîòîì) (5.52)

(
ȧ

a

)2

=
8π

3
Gρ (5.53)

T = (1 + z)T0 (5.54)

Heq =

√
8π

3
Gρ =

√
8π

3
G 2ρrad =

√
8π

3
G 2

π2

30
g∗T 4 =

= T 2
√

2

√
8π3

90
g∗

1

M 2
Pl

=
T 2

M ∗
Pl

√
2 =

[(1 + zeq)T0]2

M ∗
Pl

√
2

(5.55)

M ∗
Pl =

MPl√
8π3

90 g∗
(5.56)

Íà ðàäèàöèîííî-äîìèíèðîâàííîé ñòàäèè

teq =
1

2Heq
=

1

2

M ∗
Pl

[(1 + zeq)T0]2

√
2 ≈ 120000 ëåò (5.57)



Îò äîìèíèðîâàíèÿ ìàòåðèè ê ôàçå ÄåÑèòòåðà
� îò çàìåäëåíèÿ ê óñêîðåíèþ

Èùåì òî÷êó ïåðåãèáà a(t):(
ȧ

a

)2

=
8π

3
Gρc

[
ΩM

(a0

a

)3

+ ΩΛ

]
(5.58)

ȧ2 =
8π

3
Gρc

(
ΩM

a3
0

a
+ ΩΛa

2

)
(5.59)

2ȧä =
8π

3
Gρc

(
−ΩM

a3
0

a2
ȧ + 2aȧΩΛ

)
(5.60)

ä = 0⇒
(a0

a

)3

=
2ΩΛ

ΩM
(5.61)

z =
a0

a
−1 = 3

√
2ΩΛ

ΩM
−1 =

3

√
2 · 0.69

0.31
−1 = 0.65 (5.62)

t =?

Ðåøåíèå äëÿ ΩM ,ΩΛ 6= 0, Ωcurv = Ωrad = 0(
ȧ

a

)2

= H2
0

[
ΩM

(a0

a

)3

+ ΩΛ

]
, ΩM + ΩΛ = 1 (5.63)

Ïðîâåðÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé:

a(t) = a0

(
ΩM

ΩΛ

)1/3 [
sh

(
3

2

√
ΩΛH0t

)]2/3

(5.64)

a0

a(t)
= z + 1 =

(ΩΛ/ΩM)1/3[
sh
(

3
2

√
ΩΛH0t

)]2/3 ⇒ (5.65)

t =
2

3H0

√
ΩΛ

arsh

[(
1

z + 1

)3/2√
ΩΛ

ΩM

]
(5.66)

Âîçðàñò Âñåëåííîé

z = 0 ⇒ t0 =
2

3H0

√
ΩΛ

arsh

(√
ΩΛ

ΩM

)
(5.67)

ΩΛ = 0.691, ΩM = 0.309, h = 0.678⇒
t0 = 13.80 · 109 ëåò (5.68)

Âîçðàñò ïåðåõîäà îò çàìåäëåíèÿ ê óñêîðåíèþ

z + 1 = 1.65⇒ t = 7.61 · 109 ëåò (5.69)

t0 − t = 6.2 · 109 ëåò (5.70)



Êðàñíîå ñìåùåíèå - âîçðàñò

z t t0-t
0.01 13.66 0.1433
0.01259 13.62 0.18
0.01585 13.57 0.2261
0.01995 13.51 0.2838
0.02512 13.44 0.3559
0.03162 13.35 0.446
0.03981 13.24 0.5582
0.05012 13.1 0.6975
0.0631 12.93 0.8701
0.07943 12.72 1.083
0.1 12.46 1.344
0.1259 12.14 1.661
0.1585 11.75 2.045
0.1995 11.29 2.504
0.2512 10.75 3.047
0.3162 10.12 3.677
0.3981 9.401 4.397
0.5012 8.597 5.201
0.631 7.724 6.075
0.7943 6.803 6.996
1 5.865 7.934
1.259 4.946 8.853
1.585 4.08 9.719
1.995 3.294 10.5
2.512 2.608 11.19
3.162 2.028 11.77
3.981 1.552 12.25
5.012 1.172 12.63
6.31 0.875 12.92
7.943 0.6468 13.15
10 0.4743 13.32

Òåñò óãëîâîãî ðàçìåðà è ñòàíäàðòíûå ëèíåéêè

  



z

D

Ñòàíäàðòíûå ëèíåéêè ⇒ ∆θ(z)→ ΩM ,ΩΛ,Ωcurv.
Ñòàíäàðòíûå ëèíåéêè ñóùåñòâóþò � àêóñòè÷åñêèå
ïèêè.

1. Ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî

ds2 = a2(t)(dη2 − dx2) (5.71)

Â êîíôîðìíûõ êîîðäèíàòàõ âñå êàê â ïëîñêîé ñòà-
òèêå:

∆θ =
Dconf

x(z)
(5.72)

D = Dconfa(t)⇒ Dconf =
D

a(t)
(5.73)

∆θ =
D

a(t)x(z)
=

a0

a(t)

D

a0x(z)
=
z + 1

x(z)

D

a0
=

= \a0x(z) = r(z), (5.17)\ = DH0
z + 1∫ z

0

[ΩM(z + 1)3 + ΩΛ]−1/2dz

(5.74)



∆θ(z) = DH0
z + 1∫ z

0

[ΩM(z + 1)3 + ΩΛ]−1/2dz
(5.75)

Êàê ñåáÿ âåäåò ∆θ(z)?
• z � 1

∆θ(z) ∼= DH0

√
ΩM + ΩΛ

1

z
= DH0

1

rH0
=
D

r
(5.76)

� óáûâàåò, êàê è îæèäàåòñÿ.

• z � 1

∫ z

0

[ΩM(z+1)3+ΩΛ]−1/2dz ∼=
∫ z

0

[ΩM(z+1)3]−1/2dz =

=
1

2
√

ΩM

(
1− 1√

z + 1

)
⇒ (5.77)

∆θ(z) ∼= 2DH0

√
ΩM

z + 1

1− 1√
z+1

≈ 2DH0

√
ΩM(z + 1)

(5.78)
1) Óãëîâîé ðàçìåð ðàñòåò ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ!
• Ïðè z ∼ 1.5 óãëîâîé ðàçìåð äîñòèãàåò ìèíèìóìà
(èùåòñÿ ÷èñëåííî).

2) Åñëè èçâåñòíû D è z, òî îïðåäåëÿåòñÿ ΩM !

ΩM =

(
∆θ(z)

2DH0(z + 1)

)2

(5.79)

2. 3-ñôåðà

Dconf =
D

a
=
a sinχ∆θ

a
= sinχ∆θ ⇒ (5.80)

∆θ =
Dconf

sinχ
=

D

a(t) sinχ
=

a0

a(t)

D

a0 sinχ
=
D(z + 1)

a0 sinχ
=

=
D

a0

z + 1

sin

[∫ z
0

dz

a0H0

√
ΩM (1+z)3+ΩΛ+Ωcurv(1+z)2

] (5.81)

3. 3-ïñåâäîñôåðà

∆θ =
D

a0

z + 1

sh

[∫ z
0

dz

a0H0

√
ΩM (1+z)3+ΩΛ+Ωcurv(1+z)2

] (5.82)

∆θ = ∆θ(z,D,ΩM ,ΩΛ,Ωcurv) (5.83)



¾Ñòàíäàðòíûå ñèðåíû¿ - ãðàâèòàöèîííûå ñèã-
íàëû îò ñëèÿíèÿ ÷åðíûõ äûð è íåéòðîííûõ
çâåçä
(gravitational wave standard sirens)

LIGO detector

Ðåãèñòðèðóþòñÿ íàçåìíûìè äåòåêòîðàìè ãðàâèòàöè-
îííûõ âîëí ñ ðàññòîÿíèé z ∼ 0.1.

Óâåëè÷åíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè àíòåíí â áóäóùåì óâå-
ëè÷èò ðàññòîÿíèå.

Ïî ïðîôèëþ ãðàâèòàöèîííîãî âñïëåñêà ñ õîðîøåé
òî÷íîñòüþ âîññòàíàâëèâàþòñÿ ìàññû ÷åðíûõ äûð è
èõ ìîìåíòû ⇒ àáñîëþòíàÿ ýíåðãåòèêà âñïëåñêà.

Ïî çàìåäëåíèþ êîëåáàíèé âîññòàíâëèâàåòñÿ z.

Àáñîëþòíàÿ ýíåðãåòèêà âñïëåñêà + z + íàáëþäàåìàÿ
àìïëèòóäà = ¾ñòàíäàðòíàÿ ñèðåíà¿.



Òåðìîäèíàìèêà (ãîðÿ÷åé) Âñåëåííîé

Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë â ðàâíîâåñèè

dE = −PdV + TdS +
∑
i

µidNi = 0 (5.84)

Òåðìîäèíàìè÷åñêîå È õèìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå:
Ïðåâðàùåíèå ÷àñòèö ìíîãî áûñòðåå ðàñøèðåíèÿ Âñå-
ëåííîé:

dV = dS = 0 ⇒
∑
i

µidNi = 0 (5.85)

Ïðèìåð ðåàêöèè â ðàâíîâåñèè:

A1 + A2 ↔ B1 + B2 (5.86)

Ïðåäïîëîæèì ìàëûé âûõîä èç õèìè÷åñêîãî ðàâíî-
âåñèÿ, dN 6= 0:

µA1dN + µA2dN − µB1dN − µB1dN = 0 ⇒
⇒ µA1 + µA2 = µB1 + µB2 (5.87)

Â îáùåì ñëó÷àå:

A1 + · · · + An ↔ B1 + · · · + Bm ⇒
⇒ µA1 + · · · + µAn = µB1 + · · · + µBn (5.88)

Ïîëåçíûå ñëåäñòâèÿ:

e + e↔ e + e + γ + · · · + γ ⇒ µγ = 0 (5.89)

b + b̄ = 2γ ⇒ µb = −µb̄ (5.90)

Ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè-Äèðàêà è Áîçå-
Ýéíøòåéíà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè
(èäåàëüíûå ãàçû)

Îáû÷íàÿ çàïèñü ðàñïðåäåëåíèé ÔÄ è ÁÝ èäåàëüíîãî
ãàçà:

Ni =
gi

e(Ei−µ)/T ± 1
; +ÔÄ
−ÁÝ (5.91)

• Ni � ÷èñëî ÷àñòèö â ýíåðãåòè÷åñêîì ÿùèêå íîìåð
i ñ ýíåðãèåé Ei

• gi � ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ÿ÷ååê ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà îäíîé ÷àñòèöû â ýòîì ÿùèêå (ñòàò. âåñ ÿùèêà).

Ðàññìàòðèâàåì îáúåì V ñ îäíîðäíûì ãàçîì ÷àñòèö.
Ýíåðãåòè÷åñêèé ÿùèê dΓ = d3rd3p âáëèçè ýíåðãèè
E.
Òîãäà

gi =
dΓ

a
g (5.92)

• a � îáúåì ìèíèìàëüíîé ÿ÷åéêè ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ÷àñòèöû
• g � ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ (êîëè÷åñòâî) âíóòðåíèèõ
ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû (ñïèí, ñïèðàëüíîñòü)

dN =
g

a

dΓ

e(E−µ)/T ± 1
(5.93)

Èç êâ.ìåõ.:

a = h3 = (2π)3~3 ≡ (2π)3 (5.94)

Ðàñïðåäåëåíèå îäíîðîäíî âíóòðè V ⇒
íåò çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò è â dΓ ìîæíî âêëþ-
÷èòü âåñü V :

dΓ = V d3p ⇒ (5.95)



dN =
1

(2π)3
g

V d3p

e[E(p)−µ]/T ± 1
(5.96)

Ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èì-
ïóëüñà:

1

V

dN

d3p
≡ f (p) =

g

(2π)3

1

e[E(p)−µ]/T ± 1
= f (E(p))

(5.97)
Íîðìèðîâêà:∫

f (p)d3p = n− ÷èñëî ÷àñòèö â 1 îáúåìà (5.98)

Êàê âûðàæàþòñÿ n, ρ, p ÷åðåç f (E)?

Äëÿ ÷àñòèö òèïà i→ fi(p)

Ei(p) =
√
p2
i + m2

i ⇒ EidEi = pidpi (5.99)

Èíòåãðèðóÿ ïî óãëàì � ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö ÷åðåç
ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèè:

ni =

∫
fi(p)d3p =

∫
fi(p) 4πp2 dp =

= 4π

∫
fi(E)

√
E2 −m2

i EdE (5.100)

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè

ρi =

∫
fi(p)E(p)d3p = 4π

∫
fi(E)

√
E2 −m2

i E
2dE

(5.101)

Äàâëåíèå

  

p

Z

S

Êîëè÷åñòâî ÷àñòèö ñ èìïóëüñîì â d3p îêîëî p, íàëå-
òàþùèõ ñ îäíîé ñòîðîíû çà ∆t:

∆ni = vzfi(p)d3p∆S∆t (5.102)

pz =
mvz√
1− v2

; E =
m√

1− v2
;⇒ vz =

pz
E

(5.103)

Îò îäíîé ÷àñòèöû ïëîùàäêà ïîëó÷àåò ïîëó÷àåò èì-
ïóëüñ ∆pz = 2pz ⇒
Äàâëåíèå åñòü ïåðåäàííûé èìïóëüñ ÷åðåç åäèíèöó
ïëîùàäè â åäèíèöó âðåìåíè (pi ñëåâà - äàâëåíèå!):

pi =

∫
pz>0

2pz
pz
E
fi(p)d3p =

∖
p2
z =

1

3
p2, 2→ 1

∖
=

=
4π

3

∫ ∞
0

p4dp

E(p)
fi(p) =

4π

3

∫ ∞
0

fi(E)(E2 −mi)
3/2dE

(5.104)



Îñíîâíûå ôîðìóëû:

f (E) =
g

(2π)3

1

e(E−µ)/T ± 1
(5.105)

ni = 4π

∫ ∞
0

fi(E)
√
E2 −m2

i EdE (5.106)

ρi = 4π

∫ ∞
0

fi(E)
√
E2 −m2

i E
2dE (5.107)

pi =
4π

3

∫ ∞
0

fi(E)(E2 −mi)
3/2dE (5.108)

Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèå ÷àñòèöû: T � mi, µi = 0

Èç (5.107):

ρi = 4π

∫ ∞
0

gi
(2π)3

1

eE/T ± 1
E3dE =

=
gi

2π2
T 4

∫ ∞
0

z3

ez ± 1
dz (5.109)

Òàáëè÷íûå èíòåãðàëû:∫ ∞
0

z2n−1

ez + 1
dz =

22n−1 − 1

2n
π2nBn (5.110)∫ ∞

0

z2n−1

ez − 1
dz =

(2π)2n

4n
Bn (5.111)

B1 =
1

6
, B2 =

1

30
, B3 =

1

42
(5.112)

n = 2⇒ ∫ ∞
0

z3

ez + 1
=

7

4
π4 1

30
(5.113)∫ ∞

0

z3

ez − 1
= 2π4 1

30
(5.114)

Îáúåìíàÿ ôîðìóëà Ñòåôàíà-Áîëüöìàíà äëÿ ÓÐ-
÷àñòèö òèïà i:

ρi =


7

8
gi
π2

30
T 4 − Ôåðìè-Äèðàê

gi
π2

30
T 4 − Áîçå-Ýéíøòåéí

(5.115)



Ëåêöèÿ 6

Òåðìîäèíàìèêà Âñåëåííîé (ïðîäîëæåíèå). Ñîõðàíåíèå ýíòðîïèè.
Áàðèîí-ôîòîííîå îòíîøåíèå. ×àñòèöû ñòàíäàðòíîé ìîäåëè è
ýôôåêòèâíûé ñòàò. âåñ. Ôàçîâûå ïåðåõîäû â ðàííåé Âñåëåííîé.
Áàðèîãåíåçèñ.
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Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèå ÷àñòèöû: äàâëåíèå è
ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö

Åñëè âñå ÓÐ ÷àñòèöû èìåþò îäèíàêîâóþ òåìïåðàòó-
ðó T , òî

ρ = g∗
π2

30
T 4 (6.1)

g∗ =
∑

áîçîíû

gi +
7

8

∑
ôåðìèîíû

gi (6.2)

g∗ � ýôôåêòèâíîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû (ñòàò.âåñ).

Äàâëåíèå

Èç (5.108):

pi =
4π

3

∫ ∞
0

gi
(2π)3

1

eE/T ± 1
E3dE =

ρi
3
(ñì. (5.109))

(6.3)
Äëÿ ÓÐ âåùåñòâà âñåãäà p = ρ/3.

Ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö

ni = 4π

∫
gi

(2π)3

1

eE/T ± 1
E2dE =

=
gi

2π2
T 3

∫ ∞
0

z2

ez ± 1
dz (6.4)

Òàáëè÷íûå èíòåãðàëû:∫ ∞
0

zx−1

ez + 1
= (1− 21−x)Γ(x)ζ(x) (6.5)∫ ∞

0

zx−1

ez − 1
= Γ(x)ζ(x) (6.6)

ζ(x) =

∞∑
n=1

1

ns

x ζ(x)
3 1.202
5 1.037
3/2 2.612
5/2 1.341

(6.7)

Γ(n) = (n− 1)!
Γ(1/2) =

√
π

Γ(x + 1) = xΓ(x)
(6.8)

x = 3⇒

ni =


gi

3

4

ζ(3)

π2
T 3 −Ôåðìè-Äèðàê

gi
ζ(3)

π2
T 3 −Áîçå-Ýéíøòåéí

(6.9)

×àñòèöà â ÿùèêå: ÷àñòèöà îäíà, à òåìïåðàòóðà ñêîëü
óãîäíî âûñîêàÿ? Ãäå îøèáêà?

  

T ~ E



À åñòü ëè òåïëîâîå (õèìè÷åñêîå) ðàâíîâåñèå?

Õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðàñøèðåíèÿ:

1/tH ∼ H(t) (6.10)

Ýëåêòðîìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå:

σ ∝ α2 ⇒ 1/tem ∼ α2T (6.11)

Èç (5.55):

H(T ) =
T 2

M ∗
Pl

; M ∗
Pl = MPl

√
90

8π3g∗
=

1

1.66
√
g∗
MPl

(6.12)
Íóæíî:

tem � tH ⇒ 1/tem � H(t) (6.13)

α2T � T 2

M ∗
Pl

⇒ T � α2M ∗
Pl ∼ 1014 ÃýÂ (6.14)

Òåïëîâîå ðàâíîâåñèå äëÿ ÝÌ âçàèìîäåéñòâèÿ õîðî-
øî ðàáîòàåò äëÿ T . 1012 ÃýÂ

f (E) =
g

(2π)3

1

e(E−µ)/T ± 1

ni = 4π

∫ ∞
0

fi(E)
√
E2 −m2

i EdE

ρi = 4π

∫ ∞
0

fi(E)
√
E2 −m2

i E
2dE

pi =
4π

3

∫ ∞
0

fi(E)(E2 −mi)
3/2dE

Íåðåëÿòèâèñòñêèé ãàç
(ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà)

mi � T, mi − µi � T ⇒ e(E−µi)/T � 1 (6.15)

fB(p) = gi
1

(2π)3
e−[E(p)−µi]/T (6.16)

fB(p) = gi
1

(2π)3
e(µi−mi)/Te−p

2/(2miT ) (6.17)

ni =

∫
fB(p)d3p =

∫ ∞
0

fB(p) 4πp2 dp =

= 4π
gi

(2π)3
e(µi−mi)/T

∫ ∞
0

p2e−p
2/(2miT ) dp =

=

∖∫ ∞
0

x2e−x
2
dx =

√
π/4

∖
=

= gie
(µi−mi)/T

(
miT

2π

)3/2

(6.18)

Áîëüöìàíîâñêèé ãàç:

ni = gie
(µi−mi)/T

(
miT

2π

)3/2

(6.19)

ρi = mini +
3

2
niT F (6.20)

p =
1

3
n〈vp〉 ⇒

∖
Ek =

3

2
T

∖
⇒ pi = niT � ρi

(6.21)



Ýíòðîïèÿ âî Âñåëåííîé

dE = TdS − pdV +
∑
i

µidNi (6.22)

Áóäåì ñ÷èòàòü dE â ðàñ÷åòå íà 1 òèï ÷àñòèö.
Äëÿ ïëîòíîñòåé:

ρ =
E

V
, n =

N

V
, s =

S

V
(6.23)

dE = ρ dV + V dρ (6.24)
dN = n dV + V dn (6.25)
dS = s dV + V ds (6.26)

Èç (6.22), (6.24)�(6.26):

(Ts− p−ρ+µn)dV + (Tds−dρ+µdn)V = 0 (6.27)

Çàïèøåì I íà÷àëî òîëüêî ñ ëîêàëüíûìè âåëè÷èíàìè.

Ïðèìåíÿåì (6.27) ê îáëàñòè ïîñòîÿííîãî (åäèíè÷íî-
ãî) îáúåìà âíóòðè ñèñòåìû. dV = 0⇒

dρ = Tds + µdn (6.28)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ëîêàëüíûìè âåëè÷èíàìè
âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà (â ðàâíîâåñèè).
Ïîäñòàâëÿåì (6.28) â (6.27) è ïðèìåíÿåì ê ïðîèç-
âîëüíîé ñèñòåìå ïåðåìåííîãî îáúåìà:

s =
p + ρ− µn

T
(6.29)

ÓÐ ãàç, µ ìàëî

si =
pi + ρi
T

(6.30)

ρi =


7

8
gi
π2

30
T 4 − ÔÄ

gi
π2

30
T 4 − ÁÝ

; pi =
1

3
ρi (6.31)

si =
4

3

ρi
T

=


7

8
gi

4π2

90
T 3 − ÔÄ

gi
4π2

90
T 3 − ÁÝ

(6.32)

ni =


gi

3

4

ζ(3)

π2
T 3 −Ôåðìè-Äèðàê

gi
ζ(3)

π2
T 3 −Áîçå-Ýéíøòåéí

(6.33)

si ∼ ni (6.34)

Ïîëíàÿ ïëîòíîñòü ýíòðîïèè ÓÐ ãàçà

s = g∗
4π2

90
T 3 (6.35)



Íåðåëÿòèâèñòñêèé ãàç

ρi = mini +
3

2
niT (6.36)

pi = niT (6.37)

si =
pi + ρi − µin

T
⇒ (6.38)

si =

(
5

2
+
mi − µi
T

)
ni (6.39)

Èç

ni = gie
(µi−mi)/T

(
miT

2π

)3/2

(6.40)

ïîëó÷àåì

mi − µi
T

= ln

[
gi
ni

(
miT

2π

)3/2
]
⇒ (6.41)

si = ni

(
5

2
+ ln

[
gi
ni

(
miT

2π

)3/2
])

(6.42)

Ïðè T . 0.5ÌýÂ ýëåêòðîíû è àäðîíû � íåðåëÿòè-
âèñòñòêèå.
Ñåé÷àñ ne ∼ nB ∼ 10−9nγ.
ln â (6.42) ≈ 60(F) ⇒ sB � sγ è

s ∼ sγ ∼ nγ (6.43)

Èç (6.39) è (6.42) ⇒ µi ∼ mi.

Ñîõðàíåíèå ýíòðîïèè ïðè ñîõðàíåíèè ðàçíî-
ñòè ÷èñëà ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö: d(N − N̄) = 0

Â ñîïóòñòâóþùåì îáúåìå, ñ ó÷åòîì âñåõ òèïîâ ÷à-
ñòèö:

dE = TdS − pdV +
∑

µ(dN − dN̄) =

= TdS − pdV +
∑

µ d(N − N̄) =

= TdS − pdV (6.44)

TdS = dE + pdV = d(ρV ) + pdV =

= V dρ + ρdV + pdV = (p + ρ)dV + V dρ (6.45)

T
dS

dt
= (p + ρ)

dV

dt
+ V

dρ

dt
(6.46)

Ñîïóòñòâóþùèé îáúåì: V = ka3 ⇒ (6.47)

dV

dt
= k3a2ȧ⇒ (6.48)

T
dS

dt
= ka3

[
(p + ρ)3

ȧ

a
+ ρ̇

]
(6.49)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÝÈ:

ρ̇ + 3
ȧ

a
(p + ρ) = 0⇒ dS

dt
= 0 (6.50)

dS

dt
=
d

dt
(ka3s)⇒ d

dt
(a3s) = 0 (6.51)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíòðîïèè â ëîêàëüíîé ôîðìå

3ȧs + aṡ = 0 (6.52)



Áàðèîí-ôîòîííîå îòíîøåíèå

Ïðè òåìïåðàòóðå íèæå ïî êðàéíåé ìåðå ∼ 100ÃýÂ
áàðèîííîå ÷èñëî ñîõðàíÿåòñÿ:

(nB − nB̄)a3 = const (6.53)

sa3 = const⇒ (6.54)

∆B =
nB − nB̄

s
= const (6.55)

� õîðîøàÿ õàðàêòåðèñòèêà áàðèîííîé àñèììåòðèè
(ñåé÷àñ ∆B = nB/s)

Áàðèîí-ôîòîííîå îòíîøåíèå:

ηB =
nB
nγ

(6.56)

Ïðè òåìïåðàòóðå T . 0.5ÌýÂ (ýëåêòðîíû è ïîçèòðî-
íû ñòàíîâÿòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèìè è àííèãèëèðóþò)∖
Tν = 3

√
4
11Tγ

∖
s = g∗

4π2

90
T 3 =

(
2 +

7

8
· 2 · 3 · 4

11

)
4π2

90
T 3 (6.57)

∆B = \nB̄ ≈ 0\ =
nB
s

=
nB
nγ

nγ
s

= ηB
nγ
s

=

=
2ζ(3)
π2 T

3(
2 + 7

8 · 2 · 3 ·
4
11

)
4π2

90 T
3
ηB = 0.14ηB (6.58)

∆B = 0.14ηB (6.59)

ηB = (6.10± 0.20) · 10−10 (6.60)

∆B = 0.87 · 10−10 (6.61)

×àñòèöû ñòàíäàðòíîé ìîäåëè è g∗(T )

ρ = g∗
π2

30
T 4 (6.62)

g∗ =
∑

áîçîíû

gi +
7

8

∑
ôåðìèîíû

gi (6.63)

Ëåïòîíû Êâàðêè

νe(?) e(0.511ÌýÂ) u(1.5�3.0ÌýÂ) d(3.0�7.0ÌýÂ)

νµ(?) µ(105.7ÌýÂ) c(1.15�1.35 ÃýÂ) s(0.07-0.12 ÃýÂ)

ντ (?) τ (1.78 ÃýÂ) t(169.3�173.5 ÃýÂ) b(4.1�4.3 ÃýÂ))

Êàëèáðîâî÷íûå áîçîíû

γ(0) G(0) Z(91.2 ÃýÂ) W (80.4 ÃýÂ)

Áîçîí Õèããñà h(125.26±0.21 ÃýÂ)

X − áîçîí: mX ∼ 1015 ÷ 1016 ÃýÂ (?) (6.64)

  



Ôàçîâûå ïåðåõîäû â ðàííåé Âñåëåííîé

Î÷åíü âûñîêèå òåìïåðàòóðû, ÐÄ-ñòàäèÿ (ñì. (5.55))

H(T ) =
T 2

M ∗
Pl

; M ∗
Pl =

MPl

1.66
√
g∗

; t =
1

2H
(6.65)

1. Ôàçîâûé ïåðåõîä GUT
ÒÂÎ ïðèâîäÿò ê íåñòàáèëüíîñòè ïðîòîíà

p→ e+ + π0 (6.66)

  

u

u d

dd

e+

d

X



u

d u

uu

e+
X



u

u d

dd

e+

d

X



u

d u

uu

e+

X



Êàêîâà ìàññà X?
Øèðèíà ðàñïàäà ïðîòîíà:

τp > 1032 ëåò; Γp =
1

τp
∼ α2

X

M 4
X

m5
p, αX =

g2
X

4π
(6.67)

gX � êîíñòàíòà ñâÿçè, â àìëèòóäå â êàæäîé âåðøèíå
αX ∼ 1
1/M 2

X � â àìïëèòóäå ïðîïàãàòîðà X
m5
p � ïî ðàçìåðíîñòè

MX ∼ (α2
Xm

5
pτp)

1/4 ⇒MX & 1016 ÃýÂF (6.68)

ÌàññàMX âîçíèêàåò îò ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñèì-
ìåòðèè ïðè TGUT ∼ 1016 ÃýÂ.
g∗ ∼ 200 ïðè T > TGUT ⇒ tGUT ∼ 10−39 ñåê F

S(GUT )→ SU(3)c × SU(2)W × U(1) (6.69)

GUT-ïåðåõîäà ìîãëî è íå áûòü, ò.ê. èíôëÿöèÿ ìîãëà
çàêîí÷èòüñÿ ïðè áîëåå íèçêîé òåìïåðàòóðå.

2. Ýëåêòðîñëàáûé ôàçîâûé ïåðåõîä

MW ≈ 80ÃýÂ,MZ ≈ 91ÃýÂ⇒ TW ≈ 100ÃýÂ
(6.70)

T > TW ⇒ g∗ ∼ 100⇒ tW = 10−11÷10−10 ñåê (6.71)

SU(3)c × SU(2)W × U(1)→ SU(3)c × U(1)em (6.72)

3. Êîíôàéíìåíò êâàðêîâ è îáðàçîâàíèå êâàð-
êîâîãî êîíäåíñàòà. Àäðîíèçàöèÿ

TQCD ≈ 170ÌýÂ (6.73)

g∗ ≈ 60⇒ tQCD ∼ 10−5 ñåê (6.74)

Äâà ñîáûòèÿ:
1. Êîíôàéíìåíò êâàðêîâ, ¾àäðîíèçàöèÿ¿
2. Íàðóøåíèå êèðàëüíîé ñèììåòðèè êâàðêîâ � êâàð-
êè u,d,s îáðåòàþò ìàññû (êâàðêîâûé êîíäåíñàò)

Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ íåèçâåñòåí.



Òèïû è ìåõàíèçìû ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ

Ìåõàíèçì Õèããñà

• Ôàçîâûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âîçíèêíî-
âåíèÿ íåíóëåâîãî ñðåäíåãî ÷åãî-òî, íàïðèìåð � ïîëÿ
〈ϕ〉T ïðè ñíèæåíèè òåìïåðàòóðû äî íåêîòîðîãî êðè-
òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.
• Ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ïîëÿ ìèíèìèçèðóåò áîëüøîé
ÒÄ ïîòåíöèàë

ΦG = U − TS − µN (6.75)

Íà ÐÄ-ñòàäèè µ ∼ 0. Îñòàåòñÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ:

F = U − TS = ΩVeff(T, ϕ) (6.76)

Ω � îáúåì, Veff(T, ϕ) � ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ
ïðè òåìïåðàòóðå T .

Ñèììåòðèÿ, ñóùåñòâóþùàÿ ïðè áîëüøèõ òåìïåðàòó-
ðàõ (T > v), ìîæåò áûòü íàðóøåíà ïðè T = 0:

Âîïðîñ: êàê èìåííî ïðîèñõîäèò òðàíñôîðìàöèÿ
〈ϕ〉T = 0→ 〈ϕ〉T 6= 0?

Ôàçîâûå ïåðåõîäû I è II ðîäà

  

Êðîññîâåð � ïîõîæå íà I ðîäà, íî íåò ðåçêîãî ñêà÷êà

• Ïðèìåð ïåðâîãî ðîäà � æèäêîñòü → ïàð
• Ïðèìåðû II ðîäà � òî÷êà Êþðè, êèðàëüíûé ïåðå-
õîä QCD
• Ïðèìåð êðîññîâåðà � âîäà→ ïàð ïðè âûñîêèõ äàâ-
ëåíèÿõ



Ô.ï. II ðîäà ïðîèñõîäèò ïëàâíî âî âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå.
Ô.ï. I ðîäà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçîéòè íå
ìîæåò, ò.ê. äîëæåí áûòü ïðåîäîëåí ïîòåíöèàëüíûé
áàðüåð ñâîáîäíîé ýíåðãèè.

Ô.ï. I ðîäà: Âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ ðàñòóùåãî
ïóçûðÿ íîâîé ôàçû

Áàëàíñ îáúåìíîé è ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè:

∆V = V− − V+ > 0 (6.77)

F (R) = 4πR2σ − 4π

3
R3∆V (6.78)

Åñëè R < Rc ïóçûðåê ñõëîïûâàåòñÿ
Åcëè R > Rc ïóçûðåê ðàñòåò ⇒ Rc � êðèòè÷åñêèé
ïóçûðü

∂F

∂R
= 0→ Rc; Rc =

2σ(T )

∆V (T )
(6.79)

Fc(T ) = 4π

(
2σ

∆V

)2

σ − 4π

3

(
2σ

∆V

)3

∆V =
16π

3

σ3

∆V 2

(6.80)
Âåðîÿòíîñòü ôëóêòóàöèè â åäèíèöó âðåìåíè â åäè-
íèöå îáúåìà äî Fc: áîëüöìàíîâñêèé ìíîæèòåëü +
ðàçìåðíîñòü:

Γ ∼ AT 4e−Fc/T (6.81)

A ñëàáî çàâèñèò îò T , ñïðàâåäëèâî ïðè Fc � T
(Ôîðìóëà Àððåíèóñà)

Èç (6.80), (6.81) âèäíî, ÷òî äëÿ ïåðåõîäà íåîáõî-
äèìî ñóùåñòâåííîå ïåðåîõëàæäåíèå (φ = 0,∆V > 0).



•Óñëîâèå ïåðåõîäà: âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ 1 ïóçû-
ðÿ â õàááëîâñêîì îáúåìå çà õàááëîâñêîå âðåìÿ ∼ 1:

AT 4e−Fc/T ∼ H4(T ) =

(
T 2

M ∗
Pl

)4

⇒

1

T
=

1

Fc(T )
ln

[
A

(
M ∗

Pl

T

)4
]

(6.82)

Êàê ñ÷èòàòü òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà

• Èñïîëüçóÿ êàêóþ-òî òåõíèêó (àíàëèòèêó, ðàñ÷å-
òû íà ðåøåòêå) ñ÷èòàòü Veff(T, ϕ)

• ×åðåç Veff(T, ϕ) ñ÷èòàòü ∆V (T )

• Ñ÷èòàòü σ(T ) (âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à: ïðîôèëü
ϕ(r) âáëèçè r = R äîëæåí ìèíèìèçèðîâàòü ñâî-
áîäíóþ ýíåðãèþ)

• ×åðåç ∆V (T ) è σ(T ) íàéòè Fc(T ) (ôîðìóëà
(6.80))

• Ðåøàòü îòíîñèòåëüíî T óðàâíåíèå (6.82) → Tc

Ïðèìåð: ýëåêòðîñëàáûé ïåðåõîä (íà ÷òî ýòî ìî-
æåò áûòü ïîõîæå)

T ∼ 100ÃýÂ (6.83)

H−1 =
M ∗

Pl

T 2
∼ 1 ñì (6.84)

Rc ∼
1

T
∼ 10−15 ÷ 10−16 ñì (6.85)

1 ïóçûðåê ðàçìåðîì 10−15 ñì â 1 ñì3.

Ïóçûðüêè ñëèâàþòñÿ è çàïîëíÿþò âñå ïðîñòðàíñòâî.

ÄëÿmH = 125ÃýÂ ìîæåò èìåòü ìåñòî íå ô.ï. I ðîäà,
à ãëàäêèé êðîññîâåð.



Áàðèîãåíåçèñ � ãåíåðàöèÿ áàðèîííîé àñèì-
ìåòðèè

Äâà îñíîâíûõ âàðèàíòà:
1. Íà ôàçå ïîñòèíôëÿöèîííîãî ðàçîãðåâà.
2. Íà ýòàïå ãîðÿ÷åãî Áîëüøîãî âçðûâà.

Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî âàðèàíò 2.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ èçáûòêà
áàðèîíîâ

∆B =
nB − nB̄

s
≈ 0.86 · 10−10 (6.86)

èç ïåðâîíà÷àëüíî ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.

Óñëîâèÿ Ñàõàðîâà:

1. Íåñîõðàíåíèå áàðèîííîãî ÷èñëà

2. Íàðóøåíèå ÒÄ-ðàâíîâåñèÿ

3. Íàðóøåíèå CP -èíâàðèàíòíîñòè

1. � î÷åâèäíî.
2. � ñëåäóåò èç 1. Åñëè áàðèîííîå ÷èñëî íå ñîõðàíÿåò-
ñÿ, òî â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ÷èñëî áàðèîíîâ áûëî
áû ðàâíî ÷èñëó àíòèáàðèîíîâ, òàê êàê â ñîñòîÿíèè
ðàâíîâåñèÿ êîíöåíòðàöèè âîîáùå âñåõ óëüòðàðåëÿòè-
âèñòñêèõ ÷àñòèö îäèíîâû, åñëè íè÷òî íå ìåøàåò èì
ïðåâðàùàòüñÿ äðóã â äðóãà.
3. � íåòðèâèàëüíî.

Ñóùåñòâóþò 2-3 äåñÿòêà ìîäåëåé áàðèîãåíåçèñà. Ðàñ-
ñìàòðèâàåì òîëüêî îäíó:

GUT áàðèîãåíåçèñ

Òå æå ÷àñòèöû X , MX ∼ 1016 ÃýÂ, êîòîðûå ìîãóò
ïðèâîäèòü ê ðàñïàäó ïðîòîíà, ñàìè ìîãóò ðàñïàäàòü-
ñÿ íà êâàðêè è ëåïòîíû:

  

X
q

q
X  qq

X
q

l
X  ql

X
q

q
X  qq

X
q

l
X  ql

Èç-çà CP -íàðóøåíèÿ ïàðöèàëüíûå âåðîÿòíîñòè êà-
íàëîâ ìîãóò íå ñîâïàäàòü:

P (X → qq) = r (6.87)

P (X → q̄l̄) = 1− r (6.88)

P (X̄ → q̄q̄) = r̄ (6.89)

P (X̄ → ql) = 1− r̄ (6.90)



Åñëè áûëî nX = nX̄ , òî ïîñëå ðàñïàäà X-÷àñòèö îá-
ðàçóåòñÿ èçáûòîê áàðèîííîãî çàðÿäà:

nB = nXr ·
2

3
+ nX(1− r) ·

(
−1

3

)
+

+ nX r̄ ·
(
−2

3

)
+ nX(1− r̄) · 1

3
=

= nX(r − r̄) (6.91)

X è X̄ ðàñïàäàòüñÿ äîëæíû ÷àùå, ÷åì ðîæäàòüñÿ!
(õèìè÷åñêîå íåðàâíîâåñèÿ)

Òåìïåðàòóðà GUT-áàðèîãåíåçèñà 1015÷1016 ÃýÂ (êàê
è ôàçîâûé ïåðåõîä GUT)

Èíòåðåñíàÿ âîçìîæíîñòü: åñëè CP-íàðóøåíèå çàâè-
ñèò îò ïðîñòðàíñòâà (íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòà-
òîì ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè), òî ìîãóò
îáðàçîâàòüñÿ äîìåíû âåùåñòâà è àíòèâåùåñòâà.

Ýëåêòðîñëàáûé áàðèîãåíåçèñ:
T îò 1012 ÃýÂ äî 100ÃýÂ.

Åñëè ðàáîòàåò ýëåêòðîñëàáûé áàðèîãåíåçèñ,
òî ýíòðîïèÿ çàâåäîìî ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïðè
T < 100ÃýÂ.



Ëåêöèÿ 7

Çàêàëêà íåéòðèíî. Çàêàëêà íåéòðîíîâ. Íóêëåîñèíòåç. Ñèíòåç
ïåðâè÷íîãî ãåëèÿ. Òåìíàÿ ìàòåðèÿ è çàêàëêà òåìíîé ìàòåðèè.
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Çàêàëêà íåéòðèíî

Òåìïåðàòóðà � ÌýÂû
e−, e+ � óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèå
µ, τ � óæå ïðîàííèãèëèðîâàëè
Áàðèîíû � íåðåëÿòèâèñòñêèå
Ïðîöåññû: ν + e� ν + e ðàññåÿíèå

ν + ν � ν + ν ðàññåÿíèå
ν + ν̄ � e+ + e− àííèãèëÿöèÿ

Ñå÷åíèå ïðîöåññîâ, ïî ðàçìåðíîñòè:

GF = 1.17 · 10−5 ÃýÂ−2 (7.1)

σν ∼ G2
FE

2 [ÃýÂ−4 · ÃýÂ2 = ÃýÂ−2] (7.2)

Âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà

τν =
1

〈σνvn〉
= \v ∼ 1\ =

1

σνn
=

=

∖
n =

3

4
g∗
ζ(3)

π2
T 3

∖
∼ 1

σνT 3
∼ 1

G2
FT

5
(7.3)

Õàááëîâñêîå âðåìÿ

1

H
=
M ∗

Pl

T 2
; g∗ = 2 +

7

8
(2 + 2) + 3 · 2 · 7

8
\γ, e±, ν\ (7.4)

Óñëîâèå çàêàëêè ν:

τν ∼
1

H
⇒ 1

G2
FT

5
∼ M ∗

Pl

T 2
(7.5)

Tν,f ∼ 3

√
1

G2
FM

∗
Pl

≈ 1.5ÌýÂ F (7.6)

Âîçðàñò Âñåëåííîé äëÿ Tν,f

tν,f =
1

2H
=

1

2

M ∗
Pl

T 2
ν,f

≈ 0.3 ñåê (7.7)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî èìïóëüñàì äëÿ ãà-
çà íå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö
(êàê ν ïîñëå çàêàëêè).

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ çàìîðîæåííûå è íå ðàâíî-
âåñíûå.

f (p, t) =
a(t)

a(ti)
fi

(
a(t)

a(ti)
p

)
(7.8)

  p0, ti

охлаждение
(красное смещение)



Ñåé÷àñ:

Tν(t0) = Tν,f
a(tν,f)

a(t0)
=

Tν,f
1 + zν,f

(7.9)

• Ñíà÷àëà Tν è Tγ ïàäàþò îäèíàêîâî.
• Ïîñëå çàêàëêè íåéòðèíî, Tν,f = 1.5ÌýÂ îñòàåòñÿ
ìíîãî e±, êîòîðûå àííèãèëèðóþò ïîçæå è äîïîëíè-
òåëüíî ïîäîãðåâàþò ãàç ôîòîíîâ.

Íà ñêîëüêî?

Ñîõðàíåíèå ýíòðîïèè:

s = g∗
4π2

90
T 3; sa3(t) = const⇒ (7.10)

g∗(T )a3T 3 = const (7.11)

Ïîñëå çàêàëêè ν, íî ïåðåä àííèãèëÿöèåé e+, e− â
ýëåêòðîí-ôîòîííóþ ýíòðîïèþ äàþò âêëàä γ, e+, e−:

gem∗ (before) = 2 +
7

8
(2 + 2) =

11

2
(7.12)

Ïîñëå àííèãèëÿöèè e+, e−:

gem∗ (after) = 2⇒ (7.13)

a ìåíÿåòñÿ ìàëî çà âðåìÿ àííèãèëÿöèè

gem∗ (before)a2T 3
ν,γ = gem∗ (after)a2T 3

γ ⇒ (7.14)

T 3
γ

T 3
ν,γ

=
gem∗ (before)

gem∗ (after)
=

11/2

2
=

11

4
⇒ (7.15)

Tγ
Tν

=

(
11

4

)1/3

(7.16)

Ñåé÷àñ:

Tν =
2.73 Ko

(11/4)1/3
= 1.95 Ko (7.17)

Ðåëÿòèâèñòêàÿ ô.ð. ν çàìîðîæåíà ⇒
Ïëîòíîñòü ðåëèêòîâûõ íåéòðèíî êàæäîãî òèïà
(÷àñòèöû + àíòè÷àñòèöû)

nν =
3

4
· 2 · ζ(3)

π2
T 3
ν = 112 ñì−3 F (7.18)

(äàæå åñëè íåéòðèíî ìàññèâíûå è ñåé÷àñ íåðåëÿòè-
âèñòñêèå!)

Îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà ìàññó íåéòðèíî
mν � Tν

ρνi
∼= mνinν (7.19)

Ωνi =
ρνi
ρc

=
mνi × 112 ñì−3

1.88 · 10−29h2ã/ñì3
=
mνi

1 ýÂ
× 0.01h−2 F

(7.20)
Ïîòðåáóåì

∑
Ωνi � ΩM ⇒∑

i

mνi0.01h−2 � ΩM ⇒

⇒
∑
i

mνi � 100h2ΩM ýÂ ≈ 14 ýÂ ⇒
∑
i

mνi . 2 ýÂ

(7.21)

(ñîâðåìåííîå îãðàíè÷åíèå ïî âñåì íàáëþäåíèÿì:∑
mνi . 1 ýÂ)



Çàêàëêà íåéòðîíîâ

Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ è ïëîòíîñòÿõ n è p íàõî-
äÿòñÿ â ðàâíîâåñèè çà ñ÷åò ñëàáûõ ïðîöåññîâ

p + e− ↔ n + νe, n + e+ ↔ p + ν̄e (7.22)

Õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ýíåðãèè:

∆m = mn −mp = 1.3ÌýÂ
me = 0.51ÌýÂ (7.23)

Áóäåì ñ÷èòàòü T � ∆m,me

σpn ∼ G2
FE

2; τpn =
1

σpnvn
∼ 1

G2
FT

5
(7.24)

τpn îïðåäåëåÿåòñÿ ýëåêòðîíàìè è íåéòðèíî, êîòîðûå
ÓÐ.

Çàêàëêà íåéòðîíîâ:

τnp ∼
1

H
=

T 2

M ∗
Pl

(7.25)

Ðåëÿòèâèñòñêèå γ, e±, ν:

g∗ = 2 +
7

8
· 4 +

7

8
· 2 · 3 (7.26)

� òî÷íî êàê äëÿ çàêàëêè ν, è ñíîâà

Tn,f ∼ 3

√
1

G2
FM

∗
Pl

= 1.5ÌýÂ (7.27)

Íå î÷åíü ñîãëàñóåòñÿ ñ Tn,f � ∆m!

Áîëåå òî÷íîå çíà÷åíèå (èç êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé):

Tn,f ≈ 0.75ÌýÂ, tn,f ≈ 1.2 ñåê (7.28)

Îñòàòî÷íàÿ êîíöåíòðàöèÿ íåéòðîíîâ

Â ðàâíîâåñèè

µp + µe = µn + µν ⇒ µn = µp + µe − µν (7.29)

p, n � íåðåëÿòèâèñòñêèå ⇒ µp ∼ mp, µn ∼ mn

e, ν � óëüòðàðåëÿòèâèñòêèå ⇒ µe, µν � ìàëû
∗

µn = µp + µe − µν ≈ µp (7.30)

np = 2

(
mpT

2π

)3/2

e(µp−mp)/T (7.31)

nn = 2

(
mnT

2π

)3/2

e(µn−mn)/T (7.32)

Îòñþäà, â ìîìåíò çàìîðàæèâàíèÿ (T = Tn,f)

nn
np
∼= e−(mn−mp)/Tn,f = e−∆m/Tn,f (7.33)

Äëÿ Tn,f = 0.75ÌýÂ

nn
np

= e−1.3/0.75 ≈ 0.18 (7.34)

Îòíîøåíèå ÷åðåç Tn,f çàâèñèò îò g∗, êîòîðîå çàâèñèò
îò ïðåäïîëîæåíèÿNν = 3. Òàê êàê nn/np ðàäèêàëüíî
âëèÿåò íà ïåðâè÷íûé íóêëåîñèíòåç (êîëè÷åñòâî 4He)
òî ãèïîòåçû ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû.

∗Áîëåå àêêóðàòíîå îáîñíîâàíèå µn ≈ µp (7.30) ñì.
Ãîðáóíîâ, Ðóáàêîâ, Ò.1, 8.1. (µe ∼ µν ∼ 10−3 ýÂ).



Ñíà÷àëà êîíöåíòðàöèÿ íåéòðîíîâ ðàâíîâåñíûì îá-
ðàçîì ïàäàåò îòíîñèòåëüíî êîíöåíòðàöèè ïðîòîíîâ
èç-çà ðàçíèöû â ìàññàõ, ïîòîì íåéòðîíû âûõîäÿò èç
ðàâíîâåñèÿ (çàìîðàæèâàþòñÿ).

Íóêëåîñèíòåç

Êàæåòñÿ, ÷òî ÿäðî A,Z íà÷íåò ýôôåêòèâíî ñèíòå-
çèðîâàòüñÿ ïîñëå òîãî, êàê òåìïåðàòóðà ñòàíåò íèæå
ýíåðãèè ñâÿçè ýòîãî ÿäðà. Ýòî îøèáêà.

• Ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ñèíòåçà îáùåãî ÿäðà A,Z,
ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñèíòåç âîçìîæåí ÷åðåç íåêîòîðóþ
öåïî÷êó ðåàêöèé.
• Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òåðìîäèíàìèêó ðåàêöèè
ïðåäïîëàãàÿ ðàâíîâåñèå.

Â ðàâíîâåñèè:

nn = 2

(
mpT

2π

)3/2

e(µn−mn)/T (7.35)

np = 2

(
mpT

2π

)3/2

e(µp−mp)/T (7.36)

(â ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîì ìíîæèòåëå íå ðàçëè÷àåì
mn è mp)

µA = µpZ + µn(A− Z) (7.37)

(ýòî ñëåäñòâèå ðàâíîâåñèÿ)

nA = gA

(
AmpT

2π

)3/2

e(µA−mA)/T =

= \∆A = Zmp + (A− Z)mn −mA\ =

= gA

(
AmpT

2π

)3/2

e[Z(µp−mp)+(A−Z)(µn−mn)+∆A]/T (7.38)



e(µp−mp)/T = np

/
2

(
mpT

2π

)3/2

⇒ (7.39)

eZ(µp−mp)/T =

[
np

/
2

(
mpT

2π

)3/2
]Z

(7.40)

e(A−Z)(µn−mn)/T =

[
nn

/
2

(
mpT

2π

)3/2
](A−Z)

(7.41)

nA = gA

(
AmpT

2π

)3/2

 np

2
(
mpT
2π

)3/2


Z  nn

2
(
mpT
2π

)3/2


A−Z

e∆A/T =

= gAn
Z
p n

A−Z
n 2−AA3/2

(
2π

mpT

) 3
2 (A−1)

e∆A/T (7.42)

(¾Ôîðìóëà Ñàõà¿)

Êîíöåíòðàöèÿ íóêëîíîâ, ñâÿçàííûõ â ÿäðå (A,Z):

XA ≡
A× nA
nB

=

= gAX
Z
p X

A−Z
n nA−1

B 2−AA5/2

(
2π

mpT

)3
2(A−1)

e∆A/T

(7.43)

Ïðè òîé æå ñàìîé òåìïåðàòóðå

nB = ηBnγ = ηB × 2
ζ(3)

π2
T 3 = 0.24ηBT

3 (7.44)

Ïîäñòàâëÿåì nB â (7.43):

XA = gAX
Z
p X

A−Z
n 2−AA5/2

[
ηA−1
B

(
2.5T

mp

)3
2(A−1)

]
e∆A/T

(7.45)
Î÷åíü ìàëûé ìíîæèòåëü:

ηA−1
B

(
2.5T

mp

)3
2(A−1)

⇒ (7.46)

×òîáû XA áûëî íå î÷åíü ìàëî íóæíà òåìïåðàòóðà
T � ∆A

Íà÷àëî ÿäåðíîãî ñèíòåçà: ðåàêöèÿ p + n→ D + γ
• Êîãäà ðåàêöèÿ p+ n→ D + γ ñòàíîâèòñÿ òåðìîäè-
íàìè÷åñêè âûãîäíîé? Âîò êîãäà:

XD = XpXn

√
2ηB

(
2.5TNS
mp

)3/2

e∆D/TNS ∼ 1 (7.47)

∆D = 2.23ÌýÂ, XpXn = 0.14 (ïîñëå çàêàëêè n) ⇒
×èñëåííî (íà÷àëî íóêëåîñèíòåçà):

TNS ≈ 65ÊýÂ; tNS ≈ 4.5ìèí (7.48)



Ñèíòåç ãåëèÿ

Òåðìîäèíàìè÷åñêè âûãîäíûì ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèå
ñèíòåçà D äî 4He.

p + n → D + γ

D + p → 3He + γ
D + D → 3He + n
D + D → T + p
3He + n → T + p

T + D → 4He + n
3He + D → 4He + p

(7.49)

Êîíöåíòðàöèÿ àäðîíîâ, ñâÿçàííûõ â ÿäðå (A,Z)
(ôîðìóëà (7.45)):

XA = gAX
Z
p X

A−Z
n 2−AA5/2ηA−1

B

(
2.5T

mp

)3
2(A−1)

e∆A/T

(7.50)

Îöåíèì ðàâíîâåñíûå êîíöåíòðàöèè âñåõ ïðî÷èõ
ÿäåð, ñ÷èòàÿ, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ 4He ∼ 1
Èç (7.45):

X4He ∼ X2
pX

2
nη

3
B

(
2.5TNS
mp

)9/2

e∆4He/TNS (7.51)

Ñ÷èòàåì X2
p ∼ 1, âûðàæàåì Xn:

Xn ∼ X
1/2
4Heη

−3/2
B

(
2.5TNS
mp

)−9/4

e−∆4He/2TNS (7.52)

Ïîäñòàâëÿåì Xn â (7.45) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÿäðà
(A,Z), ñ÷èòàÿ X4He ∼ 1:

XA ∼

[
ηB

(
2.5TNS
mp

)3/2
] 3

2Z−
1
2A−1

×

× exp

(
∆A −∆4He(A− Z)/2

TNS

)
≈

≈ 107.4(A+2−3Z) exp

{
(A− Z)[∆A/(A− Z)−∆4He/2]

T

}
(7.53)

Òîëüêî äëÿ 4He ýêñïîíåíòà ∼ 1.
Äëÿ âñåõ äðóãèõ ÿäåð

∆A/(A− Z)−∆4He/2 < 0 (7.54)

è ýêñïîíåíòà î÷åíü ìàëà.
Ïðè TNS = 65êýÂ èç (7.53):

XD ∼ 10−79, X3He ∼ 10−118, . . . (7.55)

Ýòî ðàâíîâåñíûå êîíöåíòðàöèè, íî â äåéñòâèòåëüíî-
ñòè äëÿ áîëüøèíñòâà ðåàêöèé ðàâíîâåñèÿ íåò.
Íî êà÷åñòâåííûé âûâîä âåðåí � 4He ñèëüíî ïðåîáëà-
äàåò èç-çà âûñîêîé ýíåðãèè ñâÿçè íà íóêëîí.



Îñòàòî÷íàÿ êîíöåíòðàöèÿ 4He

Âñå íåéòðîíû, íå ðàñïàâøèåñÿ ê tNS = 4.5ìèí, âõî-
äÿò â 4He.

n4He(tNS) =
1

2
nn(tNS) (7.56)

nn(tNS)

np(tNS)
∼= 0.2 · e−tNS/τn ≈ 1

7
(τn = 886 ñåê) (7.57)

Ìàññîâàÿ äîëÿ 4He:

X4He =
m4Hen4He

mp(np + nn)
=

4 · 1
2nn(tNS)

np + nn
=

=
2

np(tNS)

nn(tNS) + 1
≈ 25% (7.58)

Òåìíàÿ ìàòåðèÿ

1. Ñêîðîñòè ãàëàêòèê â ñêîïëåíèÿõ

Òåîðåìà î âèðèàëå: 〈T 〉 = 〈U〉.
Ôðèö Öâèêêè, 1937. Ñêîïëåíèå Êîìà (Âîëîñû Âå-
ðîíèêè): Ìàññà ñêîïëåíèÿ â äåñÿòêè ðàç ïðåâûøàåò
ìàññó âèäèìîãî âåùåñòâà. ¾Òåìíàÿ ìàòåðèÿ¿ � òåð-
ìèí Öâèêêè.
F. Zwicky. 1937, ApJ, 86, 217.



2. Ïëîñêèå êðèâûå âðàùåíèÿ ãàëàêòèê

Îæèäàåòñÿ V ∝
√
R

Tóìàííîñòü Àíäðîìåäû (Õîðåñ Áýáêîê, 1939)

Ìëå÷íûé Ïóòü

3. Ñèëüíîå ãðàâèòàöèîííîå ëèíçèðîâàíèå
ñêîïëåíèÿìè ãàëàêòèê

Äàåò ðåçóëüòàòû, ñîãëàñóþùèåñÿ ñ èçìåðåíèåì ñêî-
ðîñòåé â ñêîïëåíèÿõ ãàëàêòèê.

Ñêîïëåíèè ãàëàêòèê Abell 1689. Ñíèìîê êîñìè÷åñêî-
ãî òåëåñêîïà Õàááë (HST). Ãàëàêòèêè ñàìîãî ñêîïëå-
íèÿ èçîáðàæåíû æ¼ëòûì öâåòîì. Ãàëàêòèêè íà çàä-
íåì ôîíå (ñèíèå è êðàñíûå) èçîãíóòû â äëèííûå äó-
ãè.



4. Óäåðæàíèå ãîðÿ÷åãî ãàçà ýëëèïòè÷åñêèìè
ãàëàêòèêàìè

Ýëëèïòè÷åñêàÿ ãàëàêòèêà ESO 325-G004
Ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ îäíèõ òîëüêî çâåçä è ãàçà
íåäîñòàòî÷íî äëÿ óäåðæàíèÿ ãîðÿ÷åãî ãàçà ýëëèïòè-
÷åñêîé ãàëàêòèêè.

5. Êàðëèêîâûå ãàëàêòèêè íèçêîé ïîâåðõíîñò-
íîé ÿðêîñòè

Ñîñòîÿò íà > 95% èç íåâèäèìîãî âåùåñòâà.

Êàðëèêîâàÿ íåïðàâèëüíàÿ ãàëàêòèêà â Ñòðåëüöå.

Ìëå÷íûé ïóòü èìååò íå ìåíåå 6 ultra-faint ñïóòíèêîâ
ñ îòíîøåíèåì äîëåé ìàññû òåìíîãî âåùåñòâà 99.9%
(arXiv:0706.0516).



6. Ñòàëêèâàþùèåñÿ êëàñòåðû ãàëàêòèê: ðàñ-
ïðåäåëåíèå ìàññ âèäèìîãî âåùåñòâà îòëè÷à-
åòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ, îïðåäåëåííîãî
ïî ãðàâèòàöèîííîìó ëèíçèðîâàíèþ:
ìîäåëüíî-íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ òåìíîé ìàòåðèè.

1E0657-558 (z=0.296),
ðàñïðåäåëåíèå ãîðÿ÷åãî ãàçà
(ìàññ-äîìèíèðóþùàÿ êîìïîíåíòà), X-ray

Astrophys.J.648:L109-L113,2006 (astro-ph/0608407)

×òî òàêîå òåìíàÿ ìàòåðèÿ?

MOND (MOdi�ed Newtonian Dynamics) è äðóãèå
ìîäèôèöèðîâàííûå òåîðèè ãðàâèòàöèè.

Òåìíàÿ ìàòåðèÿ � íå ìàòåðèÿ, à ìîäèôèêàöèÿ çà-
êîíà òÿãîòåíèÿ ïðè ìàëûõ óñêîðåíèÿõ/áîëüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ.
Ïðîáëåìà: íåäîñòàòî÷íàÿ óíèâåðñàëüíîñòü.
• Öåíòð òÿãîòåíèÿ âñåãäà äîëæåí áûòü ñîâìåùåí ñ
öåíòðîì ìàññ áàðèîííîé ìàòåðèè, ÷òî èíîãäà íå òàê
(íàïðèìåð, â ïàðàõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ãàëàêòè÷å-
ñêèõ êëàñòåðîâ).
• Îòíîøåíèå ãðàâèòèðóþùåé ìàòåðèè ê áàðèîííîé
ìàòåðèè äîëæíî áûòü ïîñòîÿííûì, ÷òî íå òàê.

Òåìíàÿ ìàòåðèÿ � ¾ìàòåðèÿ¿

• Íåáàðèîííàÿ. Êðóïíûå îáúåêòû äàâàëè áû èí-
òåíñèâíîå ìèêðîëèíçèðîâàíèå, ìåëêèå îáúåêòû
� èíòåíñèâíîå ïîãëîùåíèå è ðàññåÿíèå ñâåòà.

• Ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíàÿ. Çàðÿæåííàÿ òåìíàÿ
ìàòåðèÿ èíòåíñèâíî èçëó÷àëà áû èëè ïîãëîùà-
ëà ý.ì. èçëó÷åíèå. Êîëëàïñèðîâàëà áû â êðóïíûå
îáúåêòû.

• Åñëè ýòî ÷àñòèöû, òî âçàèìîäåéñòâóþò òîëü-
êî ñëàáî è ãðàâèòàöèîííî � WIMPû (Weakly
Interacting Massive Particles) â øèðîêîì ñìûñëå.
Èëè äàæå òîëüêî ãðàâèòàöèîííî.



Õîëîäíàÿ, òåïëàÿ è ãîðÿ÷àÿ ÒÌ

• Õîëîäíàÿ òåìíàÿ ìàòåðèÿ. Âûõîä èç òåðìîäè-
íàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïðè òåìïåðàòóðå Tf <
MX . Èìååò ìåñòî äëÿ MX & 30ÊýÂ. WIMPû
(Weakly Interacting Massive Particles) â óçêîì
ñìûñëå.

• Òåïëàÿ òåìíàÿ ìàòåðèÿ. Ìàññû ìåæäó ∼1 ýÂ è
30ÊýÂ. ×àñòèöû íå ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè
íà ìîìåíò ïåðåõîäà îò ÐÄ ê ÄÌ ñòàäèè (Teq ∼
1 ýÂ), íî ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè íà ìîìåíò
çàìîðàæèâàíèÿ.

• Ãîðÿ÷àÿ òåìíàÿ ìàòåðèÿ. MX < 1 ýÂ. ×àñòè-
öû ÓÐ íà ìîìåíò ïåðåõîäà îò ÐÄ ê ÄÌ ñòàäèè.
Èñêëþ÷åíà, ò.ê. íå äîïóñêàåò îáðàçîâàíèÿ ãðàâè-
òàöèîííî ñâÿçàííûõ îáúåêòîâ (ñì. íèæå).

Îñíîâíûå êàíäèäàòû

• Íåéòðàëèíî � ëåã÷àéøàÿ SUSY ÷àñòèöà, ñìåñü
ñóïåðïàðòí¼ðîâ Z-áîçîíà, ôîòîíà è áîçîíà
Õèããñà.
MX ∼ n×GeV
• Ñíåéòðèíî � ëåã÷àéøèé ñóïåðïàðòíåð íåéòðèíî.
MX ∼ n×GeV
• Ãðàâèòèíî � ñóïåðïàðòíåð ãðàâèòîíà (⇒ ãðàâè-
òàöèÿ � êàëèáðîâî÷íàÿ òåîðèÿ ïî ãðóïïå Ïóàí-
êàðå ⇒ òåîðèÿ Ýéíøòåéíà-Êàðòàíà).
MX ∼ n×GeV
• Àêñèîíîïîäîáíûå ÷àñòèöû (àêñèîí � ðåøàåò
ïðîáëåìó âîçìîæíîãî ñèëüíîãî íàðóøåíèÿ CP-
èíâàðèàíòíîñòè â õðîìîäèíàìèêå).
MX ∼ n× keV
• Âñÿêàÿ ýêçîòèêà. Òîïîëîãè÷åñêèå ñîëèòîíû, çåð-
êàëüíàÿ ìàòåðèÿ, ìèêðî/ìèíè-äûðû. . .MX =?



Îãðàíè÷åíèå ïî ìàññå äëÿ ÷àñòèö òåïëîé òåì-
íîé ìàòåðèè

Â äèàïàçîíå òåìïåðàòóð Tf > T > MX ÷àñòèöû óæå
ñâîáîäíû, íî åùå ðåëÿòèâèñòñêèå.
Ýòî ïðèâîäèò ê ñãëàæèâàíèþ íà÷àëüíûõ íåîäíî-
ðîäíîñòåé ÒÌ (¾ïåðåìåøèâàíèå¿) ⇒ àìïëèòóäû
âîçìóùåíèé íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ ìàëû.

Ïåðåìåøèâàíèå ïðåêðàùàåòñÿ ïðè T ∼MX .
Ðàçìåð ãîðèçîíòà íà ýòîò ìîìåíò îïðåäåëÿåò ðàçìåð
îáëàñòåé ñåé÷àñ, ãäå âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ïîäàâëå-
íû.

Ò.ê. äëÿ òåïëîé ÒÌ ïåðåìåøèâàíèå êîí÷àåòñÿ íà ÐÄ
ñòàäèè ⇒

lHor ∼
1

H
=
M ∗

Pl

T 2
∼ M ∗

Pl

M 2
X

(7.59)

Ýòîò ðàçìåð ñåé÷àñ:

lHor,0 = lHor(1 + z) = lHor
T

T0
∼ M ∗

Pl

MXT0
(7.60)

Ýëåêòðîíû óæå íåðåëÿòèâèñòñêèå (T . 30 êýÂ):

g∗ = 2 +
7

8
· 3 · 2 ·

(
4

11

)4/3

= 3.36⇒ (7.61)

M ∗
pl =

MPl

1.66
√
g∗

= 4 · 1018 ÃýÂ. (7.62)

MX ∼ 1 ýÂ⇒ lHor,0 ∼ 100Ìïê (7.63)

� ñëèøêîì ìíîãî.

MX ∼ 1 êýÂ⇒ lHor,0 ∼ 0.1Ìïê (7.64)

� ðàçóìíî, ò.ê. ïðèâîäèò ê ñòðóêòóðàì òèïà êàðëè-
êîâûõ ãàëàêòèê ⇒

MX & 1 êýÂ (7.65)

Òåïëàÿ òåìíàÿ ìàòåðèÿ 1 êýÂ < MX < 30 êýÂ íå èñ-
êëþ÷åíà!
Íî ïðåäïî÷òèòåëüíîé ñ÷èòàåòñÿ õîëîäíàÿ òåìíàÿ ìà-
òåðèÿ MX > 30 êýÂ

Îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà ìàññó ¾÷àñòèö¿:
MX . 103M� � ïî ðàçðóøåíèþ çâåçäíûõ ñêîïëåíèé.

Ïðîáëåìà êàñïîâ õîëîäíîé òåìíîé ìàòåðèè

Òåìíàÿ ìàòåðèÿ äîëæíà êîíöåíòðèðîâàòüñÿ â êîì-
ïàêòíûõ ñãóùåíèÿõ ñ ¾ñèíãóëÿðíîñòÿìè¿ â öåíòðå
(cusps, êàñïû), íî íèêàêèõ ïðèçíàêîâ êàñïîâ â Ãà-
ëàêòèêå íå îáíàðóæåíî.



Çàêàëêà ÷èñëà ÷àñòèö õîëîäíîé òåìíîé ìà-
òåðèè

Ïðåäïîëîæåíèÿ:
• X ñòàáèëüíû
• Íàõîäÿòñÿ â ðàâíîâåñèè äî òåìïåðàòóð T < MX

• nX − nX̄ = 0

Ïðè T < MX , â ðàâíîâåñèè

nX = nX̄ = gX

(
MXT

2π

)3/2

e−MX/T (7.66)

Óìåíüøåíèå ÷èñëà ÷àñòèö ÒÌ â ñîïóòñòâóþùåì îáú-
åìå âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò àííèãèëÿöèè:
X + X̄ → ëåãêèå ÷àñòèöû.

Ïîñëå îêîí÷àíèÿ àííèãèëÿöèè êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â
ñîïóòñòâóþùåì îáúåìå ïîñòîÿííî (ñ òî÷íîñòüþ äî
âîçìîæíîãî ðàñïàäà X). Tf =?

Âðåìÿ ïðîáåãà äî àííèãèëÿöèè

τ =
1

nX

1

〈σannv〉
(7.67)

Óñëîâèå çàìîðàæèâàíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö X :

τ (Tf) =
1

nX(Tf)

1

〈σann(Tf)v(Tf)〉
=

1

H(Tf)
(7.68)

Àííèãèëÿöèÿ â s-âîëíå (çàêîí Áåòå):

σann(v) =
σ0

v
; σ0 = const⇒ 〈σannv〉 = σ0 ⇒ (7.69)

1

nX

1

σ0
=

1

H(Tf)
=

(
T 2
f

M ∗
pl

)−1

(ÐÄ ñòàäèÿ!) (7.70)

Ïîäñòàâëÿåì (7.66) â (7.70):

1

σ0

1

gX

(
2π

MXTf

)3/2

eMX/Tf =
M ∗

Pl

T 2
f

⇒ (7.71)

MX

Tf
= ln

[
gX

(2π)3/2
σ0MXM

∗
Pl ·
(
MX

Tf

)1/2
]

(7.72)

Óðàâíåíèå òèïà
x = ln(Axα) (7.73)

A =?
Îáëàñòü âçàèìîäåéñòâèÿ a2 ∼ σ0

a ∼ λC(MX) =
1

MX
⇒

⇒ σ0MXM
∗
Pl ∼

M ∗
Pl

MX
& 1013; ln(A) & 30 (7.74)

Ðåøàåì (7.73) ìåòîäîì èòåðàöèé, α = 1/2:

x0 = 1 (7.75)
x1 = ln(A) (7.76)
x2 = ln(A) + 0.5 ln(ln(A)) (7.77)

0.5 ln(ln(A)) ∼ 1.5 ⇒ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðèáëè-
æåíèì x1 (¾ðåøåíèå â ëîãàðèôìè÷åñêîì ïîðÿäêå¿)
⇒

MX

Tf
≈ ln

[
gX

(2π)3/2
σ0MXM

∗
Pl

]
⇒ (7.78)

Tf =
MX

ln

[
gX

(2π)3/2
σ0MXM

∗
Pl

] (7.79)



Tf =
MX

ln

[
gX

(2π)3/2
σ0MXM

∗
Pl

]
(7.80)

Çíàìåíàòåëü & 30 ⇒ Tf � MX ⇒ ÒÌ äåéñòâèòåëü-
íî õîëîäíàÿ.

Ïî ôîðìóëå (7.80), ïîäáèðàÿ ïîäõîäÿùèé âåñ g∗:

MX Tf tf
1ÃýÂ 0.048ÃýÂ 1 · 10−4 ñåê
100ÃýÂ 3.9 ÃýÂ 1.6 · 10−8 ñåê
10ÒýÂ 330ÃýÂ 2.2 · 10−12 ñåê



Ëåêöèÿ 8

Ñå÷åíèå àííèãèëÿöèè ÷àñòèö òåìíîé ìàòåðèè. Ðåêîìáèíàöèÿ
ýëåêòðîíîâ è ïîñëåäíåå ðàññåÿíèå ôîòîíîâ. Ýïîõà ðåîèíèçàöèè.
Òåìïåðàòóðíàÿ èñòîðèÿ Âñåëåííîé. Ôîíîâàÿ ìåòðèêà â
êîíôîðìíîì âðåìåíè.
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Ñå÷åíèå àííèãèëÿöèè ÷àñòèö òåìíîé ìàòåðèè

Ñíà÷àëà íàéäåì nX(t0) è ΩX , ïîòîì âûðàçèì èç íèõ
σv = σ0 = const.

Óñëîâèå çàìîðàæèâàíèÿ ÒÌ ïðîòèâ àííèãèëÿöèè
(7.68):

τ (Tf) =
1

nX(Tf)

1

〈σann(Tf)v(Tf)〉
=

1

H(Tf)
⇒ (8.1)

nX(Tf) =
H(Tf)

〈σannv〉
=

1

σ0

T 2
f

M ∗
Pl

(8.2)

Íàñòîÿùåå âðåìÿ:

nX(t0) =

(
a(tf)

a(t0)

)3

nX(Tf) (8.3)

sa3 = const⇒ s ∼ 1

a3
⇒ (8.4)

nX(t0) =
s0

s(tf)
nX(tf) (8.5)

s0 =
4π

90
(2T 3

γ +
7

8
2 · 3 · T 3

ν ) ≈ 2.8 · 103 ñì−3 (8.6)

s(tf) = g∗(tf)
4π2

90
T 3
f ⇒ (8.7)

nX(t0) =
s0

s(tf)

1

σ0

T 2
f

M ∗
Pl

=

∖
M ∗

Pl =
MPl

1.66
√
g∗(tf)

∖
=

=
1

σ0

s0√
g∗(tf)TfMPl

(
4π2

1.66·90

) = 3.8
s0

Tfσ0MPl

√
g∗(tf)

F (8.8)

nX(t0) = 3.8
s0

Tfσ0MPl

√
g∗(tf)

(8.9)

Íàéäåì ΩX . Ïîäñòàâëÿÿ â (8.9) Tf èç (7.80):

Tf =
MX

ln

[
gX

(2π)3/2
σ0MXM

∗
Pl

] ⇒ (8.10)

ΩX = 2 · MXnX(t0)

ρc
= \2− èç X + X̄\ =

=
∖
s0 = 2.8 · 103 ñì−3; MPl = 1.2 · 1019 ÃýÂ;

ρc = 1.88 · 10−29h2 ã

ñì2

∖
=

=
3 · 10−10

(σ0/ÃýÂ
−2)
√
g∗(tf)

ln

[
gX

(2π)3/2
σ0MXM

∗
Pl

]
1

2h2
F

(8.11)

Óðàâíåíèå (8.11) ïåðåïèøåì êàê óðàâíåíèå äëÿ σ0:

σ0 =
1

ΩX
× 3 · 10−10√

g∗(tf)
ln

[
gX

(2π)3/2
σ0MXM

∗
Pl

]
1

2h2
(8.12)

ΩX = 0.26 � èçâåñòíî.
g∗ = 10÷ 100 � â çàâèñèìîñòè îò Tf

Êàê æå íàéòè ÷èñëåííóþ âåëè÷èíó σ0, åñëè íè MX ,
íè g∗ òî÷íî íå èçâåñòíû?



(8.12) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì èòåðàöèé (4 èòåðàöèè äàþò
6 çíà÷àùèõ öèôð):

MX = 1ÃýÂ⇒ σ0 = (0.76÷ 2.5) · 10−8 ÃýÂ−2

MX = 100ÃýÂ⇒ σ0 = (0.82÷ 2.7) · 10−8 ÃýÂ−2

MX = 10ÒýÂ⇒ σ0 = (0.88÷ 2.9) · 10−8 ÃýÂ−2

(8.13)

σ0 ∼ a2 ∼ 1

M 2
X

⇒MX ∼
1
√
σ0
∼ 10ÒýÂ (8.14)

⇒ Òÿæåëàÿ ÷àñòèöà. Òÿæåëàÿ ÷àñòèöà ñî ñëàáûì
âçàèìîäåéñòâèåì � WIMP.

Â ñîâðåìåííóþ ýïîõó, äëÿ àñòîôèçè÷åñêèõ nX :

τann =
1

nX

1

〈σannv〉
(8.15)

rann =
1

τann
× nX = n2

X〈σannv〉 (8.16)

〈σannv〉 = σ0 ∼ 10−8 ÃýÂ−2 (8.17)

Ýòî çíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèãíàëà
àííèãèëÿöèè òåìíîé ìàòåðèè â ñîâðåìåííûõ óñëî-
âèÿõ.

nX çàâèñèò îò òîãî, êóäà ñìîòðèì: âíóòðåííèå îáëà-
ñòè Ãàëàêòèêè, âíåøíèå îáëàñòè, êàñïû è ò.ä.

Nature, V. 458 (2009), P.607-609

Ñå÷åíèÿ (8.17) íà 2-3 ïîðÿäêà íå õâàòàåò, ÷òîáû îáú-
ÿñíèòü íàáëþäàåìûé ïîòîê ïîçèòðîíîâ â êîñìè÷å-
ñêèõ ëó÷àõ ⇒ íóæåí ¾áóñò-ôàêòîð¿ 100÷ 1000.



Ðåêîìáèíàöèÿ ýëåêòðîíîâ è ïîñëåäíåå ðàññå-
ÿíèå ôîòîíîâ

Òåìïåðàòóðà ðåêîìáèíàöèè

Ýíåðãèÿ ñâÿçè ýëåêòðîíà â âîäîðîäå 13.6 ýÂ.
Òåìïåðàòóðà ðåêîìáèíàöèè ìàñøòàáà 13 ýÂ?

• Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ÿäðà � ïðîòîíû.
• Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåêîìáèíàöèÿ èäåò ðàâíîâåñíî.
• T ∼ 10 ýÂ ⇒ p+ è e− � íåðåëÿòèâèñòñòêèå

ne = ge

(
meT

2π

)3/2

e(µe−me)/T ; ge = 2 (8.18)

np = gp

(
mpT

2π

)3/2

e(µp−mp)/T ; gp = 2 (8.19)

nH = gH

(
mHT

2π

)3/2

e(µH−mH)/T ; gH = 4(8.20)

1. Òåìïåðàòóðà ðåêîìáèíàöèè îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâè-
åì:

np(T ) = nH(T ) (8.21)

Ýòî îäíî óðàâíåíèå, íî íåèçâåñòíûõ 4:
Tr, µe, µp, µH
Íóæíî åùå 3 óðàâíåíèÿ.

2. Ñîõðàíåíèå nB:

np + nH = nB = ηBnγ(T ) (8.22)

ηB ≈ 6.1 · 10−10 (8.23)

nγ(T ) = 2
ζ(3)

π2
T 3 ⇒ (8.24)

np + nH = 6.1 · 10−10 · 2ζ(3)

π2
T 3 (8.25)

3. Õèìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå:

µp + µe = µH [p + e↔ H + γ] (8.26)

4. Ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòü (ñîõðàíåíèå çàðÿäà)

np = ne (8.27)

Ðåøåíèå

npne = gpge

(
mpT

2π

)3/2(
meT

2π

)3/2

e(µp+µe−mp−me)/T

(8.28)
mp + me = mH + ∆H , ∆H = 13.6 ýÂ (8.29)

(8.27), (8.26) ⇒

n2
p = gpge

(
mpT

2π

)3/2(
meT

2π

)3/2

e(µH−mH)/Te−∆H/T

(8.30)
Èç (8.20):

e(µH−mH)/T =
nH

gH

(
mHT

2π

)3/2
⇒ (8.31)

n2
p =

(
meT

2π

)3/2

nHe
−∆H/T (8.32)



Ê ôîðìå Ñàõà:

Xp =
np
nB
, XH =

nH
nB
, Xp + XH = 1 (8.33)

Èç (8.32)

X2
p

(
2π

meT

)3/2

e∆H/T = XH
1

nB
= (1−Xp)

1

nB
⇒

(8.34)

Xp + nBX
2
p

(
2π

meT

)3/2

e∆H/T = 1 (8.35)

nB = ηB · 2
ζ(3)

π2
T 3 (8.36)

Xp +
2ζ(3)

π2
X2
pηB

(
2πT

me

)3/2

e∆H/T = 1 (8.37)

Xp = 0.5⇒

ζ(3)

π2
ηB

(
2πT

me

)3/2

e∆H/T = 1 (8.38)

Ìàëûé ìíîæèòåëü:

ηB

(
2πT

me

)3/2

∼ 10−17 ⇒ (8.39)

ñðàçó âèäíî, ÷òî Tr � ∆H .

Óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó x = ln(Axα):

∆H

T
= ln

[ √
π

ζ(3)ηB2
√

2

(
me

∆H

)3/2(
∆H

T

)3/2
]

(8.40)

Ó÷òèòûâàåì ýëåêòðîíû è áàðèîíû, óæå ñâÿçàííûå â
ãåëèè:

ηB = 0.75× 6.1 · 10−10 (8.41)

Â ëîãàðèôìè÷åñêîì ïîðÿäêå (ïåðâàÿ èòåðàöèÿ):

T (1)
rec = 0.37 ýÂ (8.42)

Òî÷íîå ðåøåíèå (ìåòîä èòåðàöèé)

Trec = 0.321 ýÂ (8.43)

Êîãäà?

Êðàñíîå ñìåùåíèå:

T (t) = T0
a0

a(t)
= T0(z + 1)⇒ (8.44)

zrec =
T

T0
− 1 ≈ 1370 (8.45)

Êðàñíîå ñìåùåíèå ÐÄ-ÄÌ ïåðåõîäà

z ≈ 3 · 103 ⇒ (8.46)

Ðåêîìáèíàöèÿ ïðîèñõîäèò íà ÄÌ- (ïûëåâèäíîé) ñòà-
äèè.

t =
2

3H
(8.47)

H2 =
8π

3
Gρ (îáùåå óðàâíåíèå Ôðèäìàíà) (8.48)

trec =

√
1

6πGρM(trec)
=

√
M 2

Pl

6πρM(Trec)
(8.49)



ρM(Trec) = ρB + ρCDM =
ρB + ρCDM

ρc

ρc
ρB
· ρB =

=
ΩM

ΩB
ρB =

ΩM

ΩB
mpnB(Trec) =

ΩM

ΩB
mpηBnγ(Trec) =

=
ΩM

ΩB
mpηB · 2

ζ(3)

π2
T 3
rec ⇒ (8.50)

trec =

√
π

12ζ(3)

ΩB

ΩM

M 2
Pl

ηBmpT 3
rec

≈ 350 òûñ. ëåò (8.51)

Êàêîâû áûëè õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû
µp, µH , µe íà ìîìåíò ðåêîìáèíàöèè?


gp

(
mpTrec

2π

)3/2

e(µp−mp)/Trec = gH

(
mHTrec

2π

)3/2

e(µH−mH)/Trec

gp

(
mpTrec

2π

)3/2

e(µp−mp)/Trec = ge

(
meTrec

2π

)3/2

e(µe−me)/Trec

µp + µe = µH
(8.52)

Ðåøåíèå F:

µp = mp −∆H + Trec ln

[
1

2

(
me

mH

)3/2
]

(8.53)

µe = me −∆H + Trec ln

[
1

2

(
mp

mH

)3/2
]

(8.54)

µH = mH −∆H + Trec ln

[
1

4

(
me

mp

)3/2
]

(8.55)

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ

µi = mi − δµi; δµi � mi (8.56)

Êàêîâ õèì. ïîòåíöèàë àòîìîâ âîäîðîäà ñåé-
÷àñ?

nH ≈ ηBnγ = ηB · 2
ζ(3)

π2
T 3

0 =

= gH

(
mHT0

2π

)3/2

e(µH−mH)/T0 (8.57)

e(µH−mH)/T0 = \gH = 4\ =
1

2
ηB
ζ(3)√
π

(
2T0

mH

)3/2

⇒

(8.58)

µH = mH + T0 ln

[
1

2
ηB
ζ(3)√
π

(
2T0

mH

)3/2
]

=

= mH − δµ0
H ; δµ0

H = 1.5 · 10−11 ÃýÂ (8.59)

Äëèòåëüíîñòü ðåêîìáèíàöèè

Äèàïàçîí òåìïåðàòóð, êîãäà exp(∆H/T ) îòëè÷àåòñÿ
îò exp(∆H/Trec) â e ðàç:∣∣∣∣ ∆H

T ±∆T
− ∆H

Trec

∣∣∣∣ = 1⇒ ∆T

Trec
≈ Trec

∆H
=

0.32

13.6
≈ 0.02

(8.60)

T =
const

a
⇒ ∆a

arec
=

∆T

Trec
= 0.02� 1 (8.61)

Âðåìÿ ðåêîìáèíàöèè ìíîãî ìåíüøå õàááëîâñêîãî
âðåìåíè.



Ïîñëåäíåå ðàññåÿíèå ôîòîíîâ
(çàêàëêà ôîòîíîâ)

Íå òî æå ñàìîå, ÷òî ðåêîìáèíàöèÿ � ïîçæå!

Òîìñîíîâñêîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ôîòîíîâ:

σT =
8π

3

α2

m2
e

≈ 0.67 · 10−24 ñì2 (8.62)

Âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ôîòîíà ïî îòíîøåíèþ ê
òîìñîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ:

τγ =
1

σTne(T )
(8.63)

Èç (8.32):

n2
e(T ) = n2

p(T ) =

(
meT

2π

)3/2

nHe
−∆H/T =

= \nH ∼= ηB · nγ ò.ê. ðåêîìáèíàöèÿ
ïðàêòè÷åñêè çàâåðøåíà\ =

=

(
meT

2π

)3/2

ηB
2ζ(3)

π2
T 3e−∆H/T (8.64)

Âðåìÿ ïîñëåäíåãî ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

τγ(Tf) ' H−1(Tf) ' tf (8.65)

tf ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò trec = 350 òûñ.ëåò, ïîýòîìó äëÿ
îöåíêè Tf ìîæíî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ èñïîëü-
çîâàòü trec âìåñòî tf :

1

σT

1[(
meTf

2π

)3/2

ηB
2ζ(3)
π2 T

3
f e
−∆H/Tf

]1/2
= trec (8.66)

e∆H/Tf = σ2
T t

2
rec

(
meTf

2π

)3/2

ηB
2ζ(3)

π2
T 3
f (8.67)

∆H

Tf
= ln

[
σ2
T t

2
rec

(
meTf

2π

)3/2

ηB
2ζ(3)

π2
T 3
f

]
(8.68)

Â ï.÷. Tf → Trec ⇒

∆H

Tf
∼= ln

[
σ2
T t

2
rec

(
meTrec

2π

)3/2

ηB
2ζ(3)

π2
T 3
rec

]
(8.69)

Trec = 0.32 ýÂ (8.70)

ηB = 0.75 · 6.1 · 10−10 (8.71)

trec = 3.5 · 105 ëåò⇒ (8.72)

Tf = 0.27 ýÂ (8.73)

Àíàëîãè÷íî (8.51)

tf =

√
π

12ζ(3)

ΩB

ΩM

M 2
Pl

ηBmpT 3
f

≈ 460 òûñ. ëåò (8.74)

zf =
0.27 ýÂ

2.73× 8.6 · 10−5 ýÂ
= 1140 ≈ 1100 (8.75)



Ãîðèçîíò íà ìîìåíò ïîñëåäíåãî ðàññåÿíèÿ
(z ≈ 1100)

Ìîìåíò ïîñëåäíåãî ðàññåÿíèÿ îáû÷íî îòîæäåñòâëÿ-
þò ñ ðåêîìáèíàöèåé: f → r

Ìîæíî (äîâîëüíî ãðóáî) íàéòè, ñ÷èòàÿ, ÷òî Âñåëåí-
íàÿ âñåãäà áûëà ïûëåâèäíîé:

lH,r =
2

Hr(tr)
(8.76)

Èç óðàâíåíèÿ Ôðèäìàíà:

H2
r =

8π

3
GρM(tr) (8.77)

ρM(tr) = ρM,0

(
a0

ar

)3

= ρM,0(1 + zr)
3 (8.78)

ρM,0 = ρcΩM (8.79)

lH,r =
2√

8π
3 GρcΩM(1 + zr)3

=

∖
ρc =

H2
0

8π
3 G

∖
=

=
2

H0

√
ΩM

1

(1 + zr)3/2
(8.80)

lH,r =
2

H0

√
ΩM

1

(1 + zr)3/2 (8.81)

Ñåé÷àñ ýòîò ðàçìåð ðàñòÿíóò â a0/ar = 1 + zr ðàç:

lH,r(t0) =
2

H0

√
ΩM

1√
1 + zr

(8.82)

Ñîâðåìåííûé ãîðèçîíò:

lH,0 = a0

∫ t0

0

dt

a(t)
=

= a0

∫ t0

0

dt

a0

(
ΩM
ΩΛ

)1/3 [
sh
(

3
2

√
ΩΛH0t

)]2/3 =
2

H0
× 1.8

(8.83)

Ýòî â ∼ 30 ðàç áîëüøå, ÷åì lH,r(t0) � âèäèìàÿ ÷àñòü
Âñåëåííîé ñîäåðæèò ∼ 3 ·104 ïðè÷èííî íå ñâÿçàííûõ
îáëàñòåé íà ìîìåíò ðåêîìáèíàöèè.
Îò÷åãî æå ìèêðîâîëíîâîé ôîí îäíîðîäåí ñ òî÷íî-
ñòüþ ∼ 10−4 âåçäå? � ¾ïðîáëåìà ãîðèçîíòà¿.



Ýïîõà ðåîèíèçàöèè

Ëàéìàí-àëüôà-ëåñ (Lyman-alpha forest)
â ñïåêòðàõ êâàçàðîâ

Îñíîâíîé ïèê � Lyα
Ëèíèè ïîãëàùåíèÿ - òîæå Lyα

квазар
облака водорода

zz1z2z3z4z5

мы

• Lyα-ëèíèÿ ïîãëîùåíèÿ ñäâèíóòàÿ ðàçíûì êðàñíûì
ñìåùåíèåì îáëàêîâ âîäîðîäà.

• ×åì äàëüøå êâàçàð, òåì ãóùå ëåñ.

• Ïðè z > 6 ãóñòîòà ëåñà ïåðåñòàåò ðàñòè. Ïî÷åìó?

Ðåîíèçàöèÿ âîäîðîäà ñâåòîì ïåðâûõ çâåçä
(çâåçäíîå íàñåëåíèå III òèïà),
6 < z < 20, 150 · 106 − 1000 · 106 ëåò.

Îñòàòî÷íàÿ îïòè÷åñêàÿ òîëùèíà τ ' 0.09± 0.03



Êðàòêàÿ èñòîðèÿ Âñåëåííîé (13.8 ìëäð. ëåò)

Ñîáûòèå T z t

Ãîðÿ÷èé
Áîëüøîé
âçðûâ

− − 0

GUT-ïåðåõîä
(?) ∼ 1016 ÃýÂ ∼ 1030 ∼ 10−39 ñåê

Áàðèîãåíåçèñ
(?) ∼ 1016 ÃýÂ ∼ 1030 ∼ 10−39 ñåê

Ýëåêòðîñëà-
áûé ïåðåõîä 100ÃýÂ 1015 10−11 ñåê

Çàêàëàêà
òåìíîé
ìàòåðèè(?)

0.05÷300ÃýÂ 1011÷1015 2 · 10−12÷10−4 ñåê

Àäðîíèçàöèÿ:
êîíôàéíìåíò
êâàðêîâ

170ÌýÂ 7 · 1011 10−5 ñåê

Çàêàëàêà
íåéòðèíî 1.5ÌýÂ 5 · 109 0.3 ñåê

Çàêàëàêà
íåéòðîíîâ 0.75ÌýÂ 3 · 109 1.2 ñåê

Íóêëåîñèíòåç 65êýÂ 3 · 109 4.5ìèí

Ñîáûòèå T z t

ÐÄ → ÌÄ
ïåðåõîä 1 ýÂ 3000 120 òûñ. ëåò

Ðåêîìáèíàöèÿ
ýëåêòðîíîâ 0.32 ýÂ 1370 350 òûñ. ëåò

Ïîñëåäíåå
ðàññåÿíèå
ôîòîíîâ

0.27 ýÂ 1140 460 òûñ. ëåò

Ðåîèíèçàöèÿ 50÷15 Ko 20÷6 150÷1000ìëí.ëåò

Íà÷àëî ýðû
ÄåÑèòòåðà 4.5 Ko 0.65 7.6ìëðä.ëåò

Ñåé÷àñ 2.73 Ko 0.0 13.8ìëðä.ëåò



Ôîíîâàÿ ìåòðèêà, êîíôîðìíîå âðåìÿ.

dη = dt/a; dt = adη; dt/dη = a (8.84)

ds2 = a2(η)[dη2 − dxidxi] = a2(η)ηµνdx
µdxν (8.85)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîäíûõ ïî êîíôîðì-
íîìó âðåìåíè:

d

dη
=
dt

dη

d

dt
= a

d

dt
⇒ d

dt
=

1

a

d

dη
(8.86)

H =
ȧ

a
=
a′

a2
(8.87)

Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà

H2 =
8π

3
Gρ⇒

(
a′

a2

)2

=
8π

3
Gρ (8.88)

(i, j)-êîìïîíåíòà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà F

2
ä

a
+
ȧ2

a2
= −8πGp⇒ 2

a′′

a3
− a′2

a4
= −8πGp (8.89)

Êîâàðèàíòíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0⇒ ρ′ + 3

a′

a
(ρ + p) = 0 (8.90)

Êîñìîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ a(η) F:

ÐÄ-ñòàäèÿ: a(η) = const · η; η = const · t1/2 (8.91)

ÄÌ-ñòàäèÿ: a(η) = const · η2; η = const · t1/3 (8.92)

Λ− ñòàäèÿ: a(η) = − 1

HdSη
; η = −const ·e−HdSt, η < 0

(8.93)

H2
dS =

8π

3
GρΛ (8.94)

Êîýôôèöèåíòû â (8.91) è (8.92) � ÷åðåç a0 è
èçìåðèìûå âåëè÷èíû

ÐÄ-ñòàäèÿ (T . 100 ÃýÂ)

H2 =
8π

3
Gρ =

8π

3
G
π2

30
g∗T

4 (8.95)

Ñîõðàíåíèå ýíòðîïèè:

g∗a
3T 3 = g0

∗a
3
0T

3
0 (8.96)

T 3 =
g0
∗
g∗

a3
0

a3
T 3

0 ⇒ T =

(
g0
∗
g∗

)1/3
a0

a
T0 (8.97)

ρcΩrad =
π2

30
g0
∗T

4
0 ⇒ T 4

0 =
Ωradρc
π2

30g
0
∗

(8.98)

Ïîäñòàâëÿåì (8.98) â (8.97), (8.97) â (8.95):

H2 =

(
8π

3
Gρc

)(
g0
∗
g∗

)1/3(a0

a

)
Ωrad =

= H2
0

(
g0
∗
g∗

)1/3(a0

a

)
Ωrad (8.99)



η =

∫ t

0

dt

a(t)
= \t→ a(t) : da = ȧdt, dt = da/ȧ\ =

=

∫ a

0

1

a

da

ȧ
=

∫ a

0

da

a2H(a)
= \(8.99)\ =

=

∫ a

0

da

a2H0

(
g0∗
g∗

)1/6(
a0
a

)2√
Ωrad

=
1

H0

(
g∗
g0
∗

)1/6
1

a2
0

a√
Ωrad

(8.100)

η =
1

H0

(
g∗
g0
∗

)1/6
1

a0

1√
Ωrad

a

a0

(8.101)

ÄÌ-ñòàäèÿ (íî íå Λ)

H2
0 =

8π

3
Gρc (8.102)

H2 =
8π

3
GρM =

8π

3
Gρ0

M

(a0

a

)3

⇒ (8.103)

H2

H2
0

=
ρ0
M

ρc

(a0

a

)3

= ΩM

(a0

a

)3

⇒ H2 = H2
0ΩM

(a0

a

)3

(8.104)

η =

∫ t

0

dt

a(t)
=

∫ a

0

da

a2H(a)
=

=

∫ a

0

da

a2H0

√
ΩM(a0/a)3/2

=
2

a0H0

√
ΩM

√
a

a0
(8.105)

η2 =
a

a0

4

a2
0H

2
0ΩM

(8.106)

Êîíôîðìíûå âðåìåíà η0, ηr, ηeq � ÷åðåç a0 è èç-
ìåðèìûå âåëè÷èíû

Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà:

H = H0

√
ΩΛ + ΩM(1 + z)3 + Ωrad(1 + z)4 (8.107)

η =

∫ t

0

dt

a(t)
=

∫ a

0

da

a2H(a)
=

=

∖
z + 1 =

a0

a
; da = − a0

(z + 1)2
dz

∖
=

=

∫ z

∞
− dz

a0H(z)
=

=
1

a0H0

∫ ∞
z

dz√
ΩΛ + ΩM(1 + z)3 + Ωrad(1 + z)4

(8.108)



Êîíôîðìíîå âðåìÿ ñîâðåìåííîé ýïîõè:

η0 =
2

a0H0

√
ΩM

×

× 1

2

∫ ∞
0

dz√
ΩΛ
ΩM

+ (1 + z)3 + Ωrad
ΩM

(1 + z)4
=

=
2

a0H0

√
ΩM

× I(ΩM) (8.109)

ΩM = 0.31, ΩΛ = 0.69,Ωrad = 2 · 10−4 ⇒
I(ΩM) ≈ 0.89 (8.110)

Êîíôîðìíîå âðåìÿ ïîñëåäíåãî ðàññåÿíèÿ (ðåêîìáè-
íàöèè):

ηr =
2

a0H0

√
ΩM

1

2

∫ ∞
zr

dz√
(1 + z)3 + Ωrad

ΩM
(1 + z)4

=

=
2

a0H0

√
ΩM

F

(
Ωrad

ΩM

)
(8.111)

F ñ÷èòàåòñÿ:

F

(
Ωrad

ΩM

)
=

√
1

1 + zr
+

Ωrad

ΩM
−
√

Ωrad

ΩM
=∖

ΩM

Ωrad
= 1 + zeq F

∖
=

√
1

1 + zr
+

1

1 + zeq
−

√
1

1 + zeq

F = 0.017 (8.112)

Ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ óãîë âèäèìîñòè ãîðèçîíòà ðåêîìáè-
íàöèè:

∆θr = ηr/η0 = 0.019; ∆θr = 1.1o (8.113)

ηeq =
2

a0H0

√
ΩM

√
2− 1√
1 + zeq

; F = 0.0076 (8.114)

ηr
ηeq

= 2.3;
η0

ηeq
= 1.2 · 102 (8.115)

ηr è ηeq áëèçêè, íî íå ñîâïàäàþò.

a0ηeq =
2

H0

√
ΩM

1√
1 + zeq

(
√

2− 1) (8.116)

a0ηr =
2

H0

√
ΩM

(√
1

1 + zr
+

1

1 + zeq
−

√
1

1 + zeq

)
(8.117)

a0η0 =
2

H0

√
ΩM

I(ΩM); I(ΩM) = 0.89 (8.118)

a0ηeq =
a0

aeq
(aeqηeq) =

a0

aeq
leqH (8.119)

� äî êàêèõ ðàçìåðîâ ñåé÷àñ ðàñòÿíóëñÿ ãîðèçîíò íà
ìîìåíò ïåðåõîäà ÐÄ→ÄÌ. È ò.ä.

a0ηeq = 120Ìïê (8.120)

a0ηr = 510Ìïê (8.121)
a0η0 = 14.1Ãïê = 46.0Ìëðä. ñâ. ëåò (8.122)
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óðàâíåíèÿ.

105



Êîñìîëîãè÷åñêèå âîçìóùåíèÿ
Äæèíñîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

Íüþòîíîâñêàÿ ãðàâèòàöèÿ + êëàññè÷åñêàÿ ãèäðîäè-
íàìèêà íåðåëÿòèâèñòñòêîé èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë:

∆ϕ = 4πGρ (9.1)

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

∂ρ

∂t
+∇(ρv) = 0 (9.2)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè:

ρ
dv

dt
= −ρ∇ϕ−∇p F (9.3)

dv

dt
=
∂v

∂t
+
dxi
dt

∂v

∂xi
=
∂v

∂t
+ (v∇)v⇒ (9.4)

ρ
∂v

∂t
+ ρ(v∇)v = −ρ∇ϕ−∇p (9.5)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ � áåñêîíå÷íàÿ îäíîðîäíàÿ ñòàòè-
÷åñêàÿ ñðåäà:

ρ(x) = const, p(x) = const, v(x) = 0, ϕ(x) = 0 (9.6)

[Çàâåäîìî íåðåàëèñòè÷íî, ò.ê. ∆ϕ = 4πGρ 6= 0]

Èçó÷àåì ìàëûå âîçìóùåíèÿ.
Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ:
Èç (9.1):

∆(ϕ + δϕ) = 4πG(ρ + δρ)⇒ (9.7)

∆δϕ = 4πGδρ (9.8)

Èç (9.2):

∂

∂t
(ρ + δρ) +∇[(ρ + δρ)(v + δv)] =

=
∂ρ

∂t
+
∂δρ

∂t
+∇(ρv + δρv + ρδv + δρδv) =

=

[
∂ρ

∂t
+∇(ρv)

]
+
∂δρ

∂t
+∇(ρδv) =

∂δρ

∂t
+ ρ∇δv⇒

(9.9)

∂δρ

∂t
+ ρ∇δv = 0 (9.10)

Èç (9.5):

ρ(δv∇)δv ' 0− 2-é ïîðÿäîê ìàëîñòè (9.11)

∂δv

∂t
= −1

ρ
∇δp−∇δϕ (9.12)

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ: p = p(ρ)

δp =
∂p

∂ρ
δρ ≡ u2

sδρ (9.13)



Èç (9.10), ïîäñòàâëÿÿ ∂δv/∂t èç (9.12)

∂2δρ

∂t2
+ ρ∇∂δv

∂t
=

=
∂2δρ

∂t2
+ ρ∇

(
−1

ρ
∇δp−∇δϕ

)
=

∖
∇δp = ∇

(
∂p

∂ρ
δρ

)∖
=

=
∂2δρ

∂t2
+ ρ∇

(
−1

ρ
u2
s∇δρ

)
− 4πρGδρ =

=
∂2δρ

∂t2
− u2

s∆δρ− 4πGρδρ = 0 (9.14)

∂2δρ

∂t2
− u2

s∆δρ− 4πGρδρ = 0 (9.15)

[Åñëè G = 0, òî ïðîñòîå âîëíîâîå óðàâíåíèå]

Èùåì ðåøåíèÿ â âèäå ìàëûõ ëèíåéíûõ âîëí:

δρ(x, t) =

∫
d3q ei[qx−ω(q)t]δρ(q) =

∫
d3q eiqxδρ(q, t)

(9.16)
∂2δρ(x, t)

∂t2
=

∫
[−ω2(q)]d3qei[qx−ω(q)t]δρ(q)

∆δρ(x, t) =

∫
(−q2)d3qei[qx−ω(q)t]δρ(q)

(9.17)

Ïîäñòàâëÿåì â (9.15):∫
[−ω2(q)+u2

sq
2−4πGρ]ei(qx−ωt)δρ(q)d3q = 0 (9.18)

⇒ Çàêîí äèñïåðñèè

ω2(q) = ω2(q) = u2
sq

2 − 4πGρ (9.19)

Äæèíñîâñêèé ¾èìïóëüñ¿ (âîëíîâîå ÷èñëî) è äëèíà
âîëíû

ω2(q) = 0 ⇒ qJ =

√
4πGρ

u2
s

; λJ =
2π

qJ
(9.20)

λ < λJ ⇒ ω2(q) > 0, âîëíà (9.21)

λ > λJ ⇒ âîëíîâûõ ðåøåíèé íåò (9.22)

ω(q) = ±i
√

4πGρ− u2
sq

2 = ±Ωq, Ωq > 0 (9.23)

δρ(q, t) = δρ(q, 0)e±Ωqt (9.24)

Ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåå è ýêñïîíåíöèàëüíî ïàäà-
þùåå ðåøåíèÿ �
ãðàâèòàöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü Äæèíñà.

Åñëè us = 0 (ïûëü) òî êîëåáàòåëüíûõ ðåøíèé íåò
ñîâñåì.

Ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé ðåæèìû:

δ(q, t) ≡ δρ(q, t)

ρ
(9.25)

Åñëè δ(q, t) � 1 ðàáîòàåò ëèíåéíûé àíàëèç (ïðåä-
ñòàâëåíèå Ôóðüå).

Âðåìÿ âõîäà â íåëèíåéíûé ðåæèì îïðåäåëåÿåòñÿ
óñëîâèåì

δ(q, tnl) ∼ 1 (9.26)

Òåîðèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Äæèíñà � ïðîîáðàç òåîðèè
êîñìîëîãè÷åñêèõ âîçìóùåíèé.



Âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè è ôèêñàöèÿ
êàëèáðîâêè h0i = 0

Çàäà÷à: Ïóñòü íà êàêîé-òî ñòàäèè ýâîëþöèè Âñåëåí-
íîé (âîçìîæíî, âåñüìà ðàííåé) íî ïîñëå ãîðÿ÷åãî
Áîëüøîãî âçðûâà, íàä ôîíîì Ôðèäìàíîâñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà èìåþòñÿ ìàëûå âîçìóùåíèÿ âåùåñòâà (è,
ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðèêè). ×òî ñ íèìè ñòàíåò ïî ìåðå
äàëüíåéøåé ýâîëþöèè Âñåëåííîé?

ds2 = a2(η)γµνdx
µdxν (9.27)

γµν = ηµν + hµν (9.28)

ηµν � Ìèíêîâñêèé, hµν � âîçìóùåíèå.
Ñîãëàøåíèå: Èíäåêñû âîçìóùåíèé áóäåì ïîäíè-
ìàòü/îïóñêàòü ìåòðèêîé Ìèíêîâñêîãî:

hµν = ηµρηνλhρλ è ò.ä. (9.29)

Åñëè γµν = ηµν + hµν, òî γ
µν = ηµν − hµν (F)

Òåîðèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ
ïðåîáðàçîâàíèé � ïðîèçâîëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ.
Ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâîëüíûå èíôèíèòåçåìàëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ

x̃µ = xµ + ξµ(x), ξµ ∼ hαβ (9.30)

g̃µν = gµν +∇µξν +∇νξµ F (9.31)

Êàê ïðåîáðàçóþòñÿ hµν? Èñïîëüçóåì (9.31):

g̃µν =
1

a2
(ηµν − h̃µν) =

=
1

a2
(ηµν − hµν) + gµλ∇λξ

ν + gνλ∇λξ
µ (9.32)

h̃µν = hµν− (ηµλ−hµλ)∇λξ
ν− (ηνλ−hνλ)∇λξ

µ (9.33)

(ηµλ − hµλ)∇λξ
ν ' ηµλ∇λξ

ν = ηµλ(∂λξ
ν + Γνσλξ

σ) =

= ∂µξν + ηµλΓνσλξ
σ (9.34)

Γνσλ äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü â 0-ïîðÿäêå:

Γνσλ =
1

2
gνρ(∂σgλρ + ∂λgρσ − ∂ρgσλ) =

=
1

2

1

a2
ηνρ[∂σ(a2ηλρ) + ∂λ(a2ηρσ)− ∂ρ(a2ησλ)] =

=
1

a
(∂σa δ

ν
λ + ∂λa δ

ν
σ − ∂ρa ηνρησλ) (9.35)

ηµλΓνσλξ
σ =

1

a
(∂σa ξ

σηµν + ∂λa η
µλξν − ∂ρa ηνρξµ)

(9.36)

(ηµλ − hµλ)∇λξ
ν =

= ∂µξν +
1

a
(∂σa ξ

σηµν + ∂λaη
µλξν − ∂ρaηνρξµ) (9.37)

(ηνλ − hνλ)∇λξ
µ =

= ∂νξµ +
1

a
(∂σa ξ

σηνµ + ∂λaη
νλξµ − ∂ρaηµρξν) (9.38)

h̃µν = hµν − ∂µξν − ∂νξµ − 2ηµνξσ
∂σa

a
(9.39)

Òàê êàê ξµ åñòü 4 ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, òî èõ âû-
áèðàåì òàê, ÷òîáû çàíóëèòü 3 âåëè÷èíû hi0 = 0, i =
1, 2, 3.



Îñòàåòñÿ åùå îñòàòî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü äëÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèé (òàê êàê îíè íå ìåíÿþò 0i-êîìïîíåíòû)

∂0ξi + ∂iξ0 = 0 (9.40)

Ãîäèòñÿ, â ÷àñòíîñòè

ξi = ξi(x), ξ0 = 0 (9.41)

Â êàëèáðîâêå hi0 = 0:

ds2 = a2(η)[(1 + h00)dη2 − (δik + hik)dxidxk].

(9.42)
Ñîãëàøåíèå: äëÿ òðåõìåðíûõ èíäåêñîâ âîçìóùåíèé,
îíè îïóñêàþòñÿ òðåõìåðíîé ìåòðèêîé δij

vi = δijv
j = vi (9.43)

Äëÿ íàáëþäàòåëÿ, ïîêîÿùåãîñÿ â ñîïóòñòâóþùåé ñè-
ñòåìå, dxi = 0⇒

ds2 = dτ 2 = a2(η)(1 + h00)dη2 ⇒ (9.44)

dτ = a(η)(1 +
1

2
h00)dη (9.45)

Âîçìóùåíèÿ òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà

ÒÝÈ èäåàëüíîé æèäêîñòè:

T µν = (ρ + p)uµuν − δµνp (9.46)

Ñ âîçìóùåíèÿìè:

T µν = (ρ+ δρ+ p+ δp)(uµ + δuµ)(uν + δuν)− δµν (p+ δp)
(9.47)

Ñêîðîñòü â êîíòåêñòå êîñìîëîãè÷åñêèõ âîçìóùåíèé

Íåâîçìóùåííàÿ (êîîðäèíàòíàÿ: η, xi) ñêîðîñòü èìååò
òîëüêî 0-êîìïîíåíòó: uµ = (u0, 0, 0, 0)

gµνu
µuν = 1⇒ a2ηµνu

µuν = a2u0u0 = 1⇒

u0 =
1

a
; u0u

0 = 1⇒ u0 = a (9.48)

Ôèçè÷åñêèå ñêîðîñòè:

dXµ = adxµ ⇒ V µ =
dXµ

ds
= a

dxµ

ds
= auµ (9.49)

V 0 = au0 = 1; V i = aui = 0; (9.50)

Âîçìóùåííàÿ ñêîðîñòü:

V̂ 0 = V 0 + v0 = 1 + v0 (9.51)

V̂ i = V i + vi = vi − ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü (9.52)

v0 è vi � âåëè÷èíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

V̂ µ = aûµ ⇒ ûµ =
1

a
V̂ µ (9.53)

û0 ≡ u0 + δu0 =
1

a
(1 + v0) (9.54)

ûi ≡ ui + δui ≡ δui =
1

a
vi (9.55)

Òîãäà

1 = gµνû
µûν = a2[(η00 + h00)û0û0 − (δij + hij)û

iûj] =

= a2(1 + h00)
1

a2
(1 + v0)2 − (δij + hij)δu

iδuj ∼=
∼= (1 + h00)(1 + v0)2 ∼= 1 + h00 + 2v0 ⇒ (9.56)



v0 = −1

2
h00 (9.57)

Â ëèíåéíîì ïîðÿäêå ýòî åñòü ãðàâèòàöèîííîå çàìåä-
ëåíèå âðåìåíè. Äàæå åñëè vi = 0 âðåìÿ çàìåäëÿåòñÿ.

vi ìîãóò áûòü ëþáûìè (ìàëûìè) (9.58)

Íàéäåì uµ è δuµ (ñ íèæíèìè èíäåêñàìè):

ûµû
µ = (u0 + δu0)(u0 + δu0) + δuiδu

i ∼=
∼= (u0 + δu0)(u0 + δu0) = 1⇒ (9.59)

u0 + δu0 =
1

u0 + δu0
= a(1− v0) (9.60)

δui = giµδu
µ ∼= a2ηiµδu

µ = −a2δui = −a2 1

a
vi = −avi

(9.61)

u0 + δu0 = a(1− v0) (9.62)

δui = −avi (9.63)

Êîìïîíåíòû ÒÝÈ

Èç (9.47)

T µν = (ρ+δρ+p+δp)(uµ+δuµ)(uν+δuν)−δµν (p+δp)⇒
(9.64)

T 0
0 = (ρ+δρ+p+δp)

1

a
(1+v0)a(1−v0)−δ0

0(p+δp) ∼=
∼= ρ + δρ ⇒ (9.65)

δT 0
0 = δρ (9.66)

T 0
i = (ρ+ δρ+ p+ δp)

1

a
(1 + v0)(−avi)− δ0

i (p+ δp) ∼=
∼= (ρ + p + δρ + δp)(−vi) ∼= −(ρ + p)vi ⇒ (9.67)

δT 0
i = −(ρ + p)vi (9.68)

T ij = (ρ + δρ + p + δp)
1

a
vi(−avj)− δij(p + δp) ∼=
∼= −δijp− δijδp⇒ (9.69)

δT ij = −δijδp (9.70)

Ïîòðåáóþòñÿ, êîãäà áóäåì âûïèñûâàòü ëèíåàðèçî-
âàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé.



Ðàçëîæåíèå âîçìóùåíèé ïî ñïèðàëüíîñòÿì:
ñêàëÿðíûå, âåêòîðíûå, òåíçîðíûå ìîäû

Òàê êàê âñå óðàâíåíèÿ ïèøóòñÿ â ëèíåéíîì ïîðÿäêå
ïî âîçìóùåíèÿì, òî ðàçíûå êîìïîíåíòû Ôóðüå ìîæ-
íî èçó÷àòü îòäåëüíî:

hµν(η,x) =

∫
d3k eikxhµν(η,k) (9.71)

è ò.ä. äëÿ δρ, δp, vi. Äèôôåðåíöèðîâàíèå è óìíîæå-
íèå íà ik äëÿ êîìïîíåíò Ôóðüå âçàèìîçàìåíÿåìû:

∂i ↔ iki (9.72)

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé ìîäû k ïðîñòðàíñòâî èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé âîêðóã âåêòîðà k �
¾ìàëàÿ ãðóïïà SO(2)¿, íî òåíçîðíûå êîìïîíåíòû
hik, vi, δρ (âîîáùå ãîâîðÿ) íå èíâàðèàíòíû,
ïðåîáðàçóþòñÿ äðóã ÷åðåç äðóãà ⇒
ìîäû ñ îïðåäåëåííîé ñïèðàëüíîñòüþ (3 òèïà).

1. Ñêàëÿðíûå ìîäû (ñïèðàëüíîñòü 0)

Îáúåêò ïðè âðàùåíèÿõ ìàëîé ãðóïïû SO(2) íå ïðå-
îáðàçóåòñÿ.
Òèïû ñêàëÿðíûõ ìîä (4 øòóêè)

• 3-ñêàëÿð (δρ, δp, . . . )
• Âåêòîð, ||k
• Òåíçîð, ∝ kikj (ò.ê. ki, kj íå ìåíÿþòñÿ)

• Òåíçîð, ∝ δi,j

2. Âåêòîðíûå ìîäû (ñïèðàëüíîñòü 1)

Ïðåîáðàçóþòñÿ êàê âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé k

  

e(1)

e(2) e(2)'

e(1)'



e(1), e(2),k � ïðàâàÿ òðîéêà.
Ïîâîðîò ïî ×.Ñ. íà α

e(1)′ = e(1) cosα− e(2) sinα

e(2)′ = e(1) sinα + e(2) cosα (9.73)

e± = e(1) ± ie(2) (9.74)

e(+)′(α) = e(1)′(α) + ie(2)′(α) = eiαe(+) (9.75)

L̂αe
(+)′(α) = −i ∂

∂α
(eiαe(+)) = +1e(+)′(α) (9.76)

� ñïèðàëüíîñòü +1

L̂αe
(−)′(α) = −1e(−)′(α) (9.77)

� ñïèðàëüíîñòü −1



Ïîèçâîëüíûé ïîïåðå÷íûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñìåñüþ
ñïèðàëüíîñòåé −1 è +1:

S = α−e
(−) + α+e

(+) (9.78)

Åäèíè÷íóþ ñïèðàëüíîñòü èìåþò (2 òèïà)

• Ïîïåðå÷íûå âåêòîðû
• Òåíçîðû ñî ñòðóêòóðîé kiW

T
j , ãäåW

T
j � ïîïåðå÷-

íûé âåêòîð, òî åñòü kiW
T
i = 0

(ñêàëÿðíûå ìîäû èìåþò ñïèðàëüíîñòü 0,
ò.ê. îíè íå çàâèñÿò îò ïîâîðîòà α)

3. Òåíçîðíûå ìîäû (ñïèðàëüíîñòü 2),
âñåãî 1 òèï

Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íûå, áåññëåäîâûå, ïîïåðå÷-
íûå 3-ìåðíûå òåíçîðû:

• hij = hji � 3 óñëîâèÿ

• hii = 0 � 1 óñëîâèå

• kihij = 0 � ïîïåðå÷íîñòü, 3 óñëîâèÿ

9 ïàðàìåòðîâ, 7 óñëîâèé, 2 � ñâîáîäíûå ⇒
Ðàçìåðíîñòü = 2
Èç e(1), e(2) ïîñòðîèì äâà òåíçîðà:

e
(+)
ij =

1√
2

(e
(1)
i e

(1)
j − e

(2)
i e

(2)
j ) (9.79)

e
(×)
ij =

1√
2

(e
(1)
i e

(2)
j + e

(2)
i e

(1)
j ) (9.80)

(9.81)

� ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ñèììåòðè÷íû, áåññëåäîâû,
ïîïåðå÷íû ïî îïðåäåëåíèþ.

e
(±2)
ij = e

(+)
ij ± ie

(×)
ij (9.82)

Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ:

e
(+2)′

ij (α) = e+2iαe
(+2)′

ij ⇒ L̂αe
(+2)′

ij (α) = +2e
(+2)′

ij

(9.83)

e
(−2)′

ij (α) = e−2iαe
(−2)′

ij ⇒ L̂αe
(−2)′

ij (α) = −2e
(−2)′

ij

(9.84)
� îáúåêòû ñî ñïèðàëüíîñòüþ ±2.

• 4 òèïà ñêàëÿðîâ (ñïèðàëüíîñòü 0), 2 òèïà âåêòîðîâ
(ñïèðàëüíîñòü 1), 1 òèï òåçîðîâ (ñïèðàëüíîñòü 2) äî-
ñòàòî÷íî äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïî íèì âñåõ âåëè÷èí, íóæ-
íûõ äëÿ òåîðèè êîñìîëîãè÷åñêèõ âîçìóùåíèé (ñì.
ñëåä. ñëàéä).

• Äèôôåðåíöèðîâàíèå êîìïîíåíò Ôóðüå ïî xj
(óìíîæåíèå íà ikj) íå ìåíÿåò ñïèðàëüíîñòè ⇒

Ëèíåàðèçîâàííûå (è ïîòîìó ëèíåéíûå) óðàâíå-
íèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû
äëÿ ìîä ðàçíîé ñïèðàëüíîñòè.

Ìîäû ðàçíîé ñïèðàëüíîñòè ýâîëþöèîíèðóþò ñóùå-
ñòâåííî ïî-ðàçíîìó!



Ðàçëîæåíèå hij è vi ïî ñïèðàëüíîñòÿì

Â êàëèáðîâêå h0i = 0

hµν = h00 ⊕ hij (9.85)

h00 íå çàâèñèò îò ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè (ij)⇒

h00 = 2Φ− ñêàëÿð (9.86)

hij åñòü êîìáèíàöèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñïèðàëüíîñòåé:

hij(η,k) = −2Ψδij − 2kikjE ñïèðàëüíîñòü 0
+i(kiW

T
j + kjW

T
i ) ñïèðàëüíîñòü 1

+hTTij ñïèðàëüíîñòü 2
(9.87)

Ψ, E � ñêàëÿðíûå ìîäû (2 ïàðàìåòðà)
W T

j � âåêòîðíûå ìîäû (2 ïàðàìåòðà)

hTTij � òåíçîðíûå ìîäû (2 ïàðàìåòðà).

Âñåãî 6 ïàðàìåòðîâ, ñòîëüêî æå íåçàâèñèìûõ ýëåìåí-
òîâ â ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöå hij

Ðàçëîæåíèå äëÿ ñêîðîñòè:

vi(η,k) = ikiv(η,k) ñïèðàëüíîñòü 0
+V T

i (η,k) ñïèðàëüíîñòü 1
(9.88)

v � ñêàëÿðíàÿ ìîäà (1 ïàðàìåòð)
V T
i � âåêòîðíûå ìîäû (2 ïàðàìåòðà)

Âñåãî 3 ïàðàìåòðà, ñòîëüêî æå íåçàâèñèìûõ êîìïî-
íåíò âåêòîðà vi

Åñëè ïîä v(η,k) ïîíèìàòü âñþ êîìïîíåíòó Ôóðüå, òî

ikiv(η,k) = ∂iv(η,k) (9.89)

ïîýòîìó v(η,k) èíîãäà íàçûâàþò ïîòåíöèàëîì ñêî-
ðîñòè.

Êîìïîíåíòû ÒÝÈ

Ñêàëÿð:

δT 0
0 = δρ (9.90)

Âåêòîð è ñêàëÿð (ñì. (9.88)):

δT 0
i = −(ρ + p)vi (9.91)

Ñêàëÿð:

δT ij = −δijδp (9.92)

Òåíçîðíîãî âêëàäà íåò!



Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé

Êîâàðèàíòíîå ñîõðàíåíèå ÒÝÈ

∇µT
µ
ν = ∂µT

µ
ν + ΓµµλT

λ
ν − ΓλµνT

µ
λ = 0 (9.93)

Γλµν ñ÷èòàþòñÿ â ìåòðèêå

gµν = a2(ηµν + hµν) (9.94)

â êàëèáðîâêå h0i = 0 F

Γ0
00 =

a′

a
+

1

2
h′00 (9.95)

Γ0
0i = Γi00 =

1

2
∂ih00 (9.96)

Γi0j =
a′

a
δij −

1

2
h′ij (9.97)

Γ0
ij =

a′

a
(1− h00)δij −

a′

a
hij −

1

2
h′ij (9.98)

Γijk = −1

2
(∂jhik + ∂khij − ∂ihjk) (9.99)

Ïîäñòàâëÿåì â (9.93), èñïîëüçóåì âûðàæåíèÿ äëÿ
δT , ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ
(äëÿ 0 è äëÿ i-êîìïîíåíò (9.93)) F:

δρ′ + 3
a′

a
(δρ+ δp) + (ρ+ p)

(
∂ivi −

1

2
h′
)

= 0 (9.100)

∂iδp+(ρ+p)

(
4
a′

a
vi +

1

2
∂ih00

)
+[vi(ρ+p)]′ = 0 (9.101)

ãäå h = hii

Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

δGν
µ = 8πGδT µν (9.102)

a2δG0
0 = −3h00

(
a′

a

)2

− 1

2
∂i∂jhij+

1

2
∆h− a

′

a
h′ (9.103)

a2δG0
i =

1

2
∂ih
′ − 1

2
∂jh

′
ij +

a′

a
∂ih00 (9.104)

a2δGi
j =

1

2
∂i∂khjk +

1

2
∂j∂khik +

1

2
h′′ij −

1

2
∆hij+

+
1

2
∂i∂jh00 −

1

2
∂i∂jh +

a′

a
h′ij−

− δij
[

1

2
h′′ +

1

2
∆h00 +

1

2
∂l∂khlk −

1

2
∆h+

+2
a′′

a
h00 −

(
a′

a

)2

h00 +
a′

a
(h′00 + h′)

]
(9.105)

Òåíçîðíûå ìîäû (Äëÿ êîìïîíåíò Ôóðüå!)

Â âûðàæåíèÿõ äëÿ δT µν [èäåàëüíàÿ æèäêîñòü] (9.66)�
(9.70) òåíçîðíîãî âêëàäà íåò, ïîýòîìó óðàâíåíèå äëÿ
òåíçîðíûõ ìîä îäíîðîäíîå (î÷åíü ïðîñòî!) F:

∂2
ηh

TT
ij −∆hTTij + 2

a′

a
∂ηh

TT
ij = 0 (9.106)

Ýòî óðàâíåíèå äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â ïð-âå
Ôðèäìàíà.
Â ñòàòè÷åñêîì ïðåäåëå Ìèíêîâñêîãî η → t, a′ = 0 è
óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â îáû÷íîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

∂2
t h

TT
ij −∆hTTij = 0 (9.107)



Âåêòîðíûå ìîäû

Âåêòîðíûå ìîäû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, ñêîðîñòè è
ÒÝÈ

hij = i(kiW
T
j + kjW

T
i ) = ∂iW

T
j + ∂jW

T
i (9.108)

vi = V T
i ; ikiVi = ∂iVi = 0 (9.109)

δT 0
i = −(ρ + p)vi (9.110)

Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà:

00-êîìïîíåíòà óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî F;

0i-êîìïîíåíòû

∂η∆W
T
i = 16πGa2(ρ + p)V T

i (9.111)

ij-êîìïîíåíòû F

∂2
ηW

T
i + 2

a′

a
∂ηW

T
i = 0 (9.112)

Îòêóäà â 0i-êîìïîíåíòå 3-ÿ ïðîèçâîäíàÿ? Ïîëó÷èì:

δG0
i =

1

a2

(
1

2
∂ih
′ − 1

2
∂jh

′
ij +

a′

a
∂ih00

)
= 8πGδT 0

i

(9.113)
h00 ≡ 0⇒ (9.114)

∂jh
′
ij − ∂ih′ = a216πG(ρ + p)V T

i (9.115)

∂jh
′
ij = ∂η∂j(∂iW

T
j +∂jW

T
i ) = ∂η[∂j∂iW

T
j +∂j∂jW

T
i ] =

= ∂η∂j∂iW
T
j + ∂η∆W

T
i (9.116)

∂j∂iW
T
j = −kikjW T

j = 0 (ïîïåðå÷íîñòü) (9.117)

h = i2kjW
T
j = 0 (ïîïåðå÷íîñòü) (9.118)

∂η∆W
T
i = 16πGa2(ρ + p)V T

i (9.119)

èëè
−k2∂ηW

T
i = 16πGa2(ρ + p)V T

i (9.120)

Èç êîâàðèàíòíûõ ñîõðàíåíèé íåòðèâèàëüíî îäíî:

∂η[(ρ + p)V T
i ] + 4

a′

a
(ρ + p)V T

i = 0 (9.121)

Óðàâíåíèå (9.112) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (9.121) è
(9.111).

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (9.111) (ρ = 0) èìååò ðåøå-
íèåì ëþáóþ ôóíêöèþ x, íå çàâèñÿùóþ îò η � ýòî
÷èñòàÿ êàëèáðîâêà.
Óñòðàíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì (ñì. (9.41)):

ξi = W T
i (x), ξ0 = 0 (9.122)

h̃ij = hµν − ∂µξν − ∂νξµ − 2ηµνξλ
∂λa

a
=

= ∂iW
T
j + ∂jW

T
i − ∂iW T

j − ∂jW T
i − 2ηijW

T
j

∂ja

a
= 0

(9.123)

Âåêòîðíûå ìîäû ãðàâ. ïîëÿ â îòñòóòñâèè èñòî÷íèêîâ
íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ!



Ëåêöèÿ 10

Ñêàëÿðíûå ìîäû. Ìîäû çà ãîðèçîíòîì è ìîäû ïîä ãîðèçîíòîì.
Ýâîëþöèÿ âåêòîðíûõ è òåíçîðíûõ ìîä. Ýâîëþöèÿ ñêàëÿðíûõ ìîä
äëÿ îäíîêîìïîíåíòíûõ ñðåä.
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Ñêàëÿðíûå ìîäû,
êîíôîðìíàÿ Íüþòîíîâà êàëèáðîâêà

h̃µν = hµν − ∂µξν − ∂νξµ − 2ηµνξλ
∂λa

a
(10.1)

Èñïîëüçóåì âîçìîæíîñòü îñòàòî÷íîé êàëèáðîâêè, íå
íàðóøàþùåé óñëîâèÿ h0i = 0 (ñì. (9.40)):

∂0ξi + ∂iξ0 = 0 (10.2)

Îáùèé âèä òàêîé êàëèáðîâêè:

ξi = −∂iσ(η,x), ξ0 = ∂ησ(η,x) (10.3)

h̃ij = hij − 2∂i∂jσ − 2
a′

a
δijσ

′ (10.4)

Îáùèé âèä ñêàëÿðíîé ìîäû hij (ñì. (9.87)):

hij = −2Ψδij − 2kikjE (10.5)

Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

hij = −2Ψδij + 2∂i∂jE (10.6)

h̃ij = −2Ψδij + 2∂i∂jE − 2∂i∂jσ − 2
a′

a
δijσ

′ (10.7)

Ïîäáèðàåì σ:

2∂i∂jσ + 2
a′

a
δijσ

′ = ∂i∂jE (10.8)

Êàëèáðîâêà ïîëíîñòüþ ôèêñèðîâàíà.
Äëÿ ñêàëÿðíûõ ìîä îñòàåòñÿ:

h00 = 2Φ (10.9)
hij = −2Ψδij (10.10)

vi = ∂iv [èëè ikiv] (10.11)

Èç (9.103)�(9.105) òåíçîð Ýéíøòåéíà äëÿ ñêàëÿðíûõ
ìîä F:

δG0
0 =

2

a2

(
−∆Ψ + 3

a′

a
Ψ′ − 3

a′2

a2
Φ

)
(10.12)

δG0
i =

2

a2

(
−∂iΨ′ +

a′

a
∂iΦ

)
(10.13)

δGi
j =

1

a2
∂i∂j(Φ + Ψ)−

− 2

a2
δij

[
−Ψ′′ +

1

2
∆(Φ + Ψ) +

a′

a
(Φ′ − 2Ψ′)+

+Φ

(
2
a′′

a
− a′2

a

)]
(10.14)

Â ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè äëÿ ñêàëÿðíûõ ìîä

δT ij = −δijδp (10.15)

Íåò ñòðóêòóðû ∂i∂j, êîòîðàÿ åñòü â δG
i
j ⇒

Φ + Ψ = 0⇒ Ψ = −Φ (10.16)

Â Íüþòîíîâîì ïðåäåëå Φ � Íüþòîíîâñêèé ãðàâèòà-
öèîííûé ïîòåíöèàë, îòñþäà íàçâàíèå êàëèáðîâêè.



Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ñêàëÿðíûõ ìîä:

∆Φ− 3
a′

a
Φ′ − 3

a′2

a2
Φ = 4πGa2δρtot (10.17)

Φ′ +
a′

a
Φ = −4πGa2[(ρ + p)v]tot (10.18)

Φ′′ + 3
a′

a
Φ′ +

(
2
a′′

a
− a′2

a2

)
Φ = 4πGa2δptot (10.19)

Óðàâíåíèÿ êîâàðèàíòíîãî ñîõðàíåíèÿ F
(λ � òèï ìàòåðèè):

δρ′λ+3
a′

a
(δρλ+δpλ)+(ρλ+pλ)(∆vλ−3Φ′) = 0 (10.20)

[(ρλ + pλ)vλ]′ + 4
a′

a
(ρλ + pλ)vλ + δpλ + (ρλ + pλ)Φ = 0

(10.21)

Íå âñå óðàâíåíèÿ (10.17)�(10.21) íåçàâèñèìû.

Ñèñòåìà íå ïîëíà: íóæíû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ:

pλ = wλρλ (10.22)

è ñêîðîñòè çâóêà

δpλ = u2
sλδρλ (10.23)

Âîîáùå ãîâîðÿ, wλ 6= u2
sλ òàê êàê wλ 6= const!

Â îñòñóòñòâèå ìàòåðèè (10.17)�(10.19) íå èìåþò
íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ⇒ ñâîáîäíîå ãðàâ. ïîëå íå
èìååò ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñêàëÿðíûõ (è âåêòîð-
íûõ!) ìîä. Âñå ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ïóñòîòå ìîäû
� òåíçîðíûå, ñïèðàëüíîñòü ±2 (èëè ñìåñü).

Ìîäû çà ãîðèçîíòîì è ìîäû ïîä ãîðèçîíòîì

Äëèíà âîëíû âîçìóùåíèÿ

λ(η) =
2π

q(η)
(10.24)

Äëÿ ÐÄ-ñòàäèè lH(η) = 1/H(η),
Äëÿ ÄÌ-ñòàäèè lH(η) = 2/H(η),
Âñåãäà lH(η) ∼ 1/H(η)

Âàæíî ðàçëè÷àòü ñëó÷àè:
Ìîäà äàëåêî çà ãîðèçîíòîì

λ(η)� lH(η)⇒ q(η)� H(η) (10.25)

Ìîäà ãëóáîêî ïîä ãîðèçîíòîì

λ(η)� lH(η)⇒ q(η)� H(η) (10.26)



ÐÄ è ÄÌ-ñòàäèè èäóò ñ çàìåäëåíèåì óñêîðåíèÿ ⇒
lH(t)

λ(t)
=

q(t)

H(t)
=
k/a(t)

H(t)
∝ 1/tα

1/t
= t1−α (10.27)

α < 1⇒ îòíîøåíèå ðàñòåò,
ìîäà ìîæåò âîéòè ïîä ãîðèçîíò

1q(
t)
/H

(t
)

ttX

Íà ÐÄ-ñòàäèè

lH =
1

H
=

1

a′/a2
=

const2η2

const
= const · η · η = a(η)η

(10.28)
Íà ÄÌ-ñòàäèè

lH =
2

H
=

2

a′/a2
=

2const2η4

2const η
= const · η2 · η = a(η)η

(10.29)
Óñëîâèå âõîäà ïîä ãîðèçîíò

λ(η) ∼ lH(η) (10.30)

λ(η) =
2π

q(η)
=

2π

k/a(η)
=

2πa(η)

k
∼ a(η)η (10.31)

⇒ kη× ∼ 2π ∼ 1 ⇒ η× ∼
1

k
(10.32)

η � 1

k
− çà ãîðèçîíòîì (10.33)

η � 1

k
− ïîä ãîðèçîíòîì (10.34)

Ò.ê. a ∼ η èëè a ∼ η2 ⇒ η ∼ a/a′, òî ýêâèâàëåíòíîå
óñëîâèå

k � a′

a
− çà ãîðèçîíòîì (10.35)

k � a′

a
− ïîä ãîðèçîíòîì (10.36)

Îñîáåííî âàæåí ìîìåíò ηeq (ÐÄ → ÄÌ).
Ïîä ãîðèçîíò âõîäÿò âîëíû

keq ∼
1

ηeq
(10.37)

Èõ ñîâðåìåííûé èìïóëüñ (âîëíîâîå ÷èñëî)

q(0)
eq =

keq
a0

=
1

a0ηeq
(10.38)

λ(0)
eq =

2π

q
(0)
eq

= 2πa0ηeq = 2π · 1.2 · 102 Ìïê = 750Ìïê

(10.39)



Ýâîëþöèÿ âåêòîðíûõ ìîä

Âåêòîðíûå ìîäû:

hij = ∂iW
T
j + ∂jW

T
i (10.40)

vi = V T
i (10.41)

h00 = 0 (10.42)
δp = δρ = 0 (10.43)

δT 0
i = (ρ + p)V T

i (10.44)

Êîâàðèàíòíîå ñîõðàíåíèå:

∂η[(ρ + p)V T
i ] + 4

a′

a
(ρ + p)V T

i = 0 (10.45)

(0, i)-êîìïîíåíòà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà:

∂η∆W
T
i = 16πGa2(ρ + p)V T

i (10.46)

Èç (10.45):

∂η[(ρ + p)V T
i ]

(ρ + p)V T
i

= −4
∂ηa

a
⇒ (10.47)

(ρ + p)V T
i = const · a−4 (10.48)

Åñëè ñðåäà ÍÐ, òî ïîõîæå íà ñîõðàíåíèå ìîìåíòà.
Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñðåäû λ (10.48) âûïîëíÿåò-
ñÿ îòäåëüíî.

Äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî âåùåñòâà p ∝ ρ ∝ a−4 ⇒

V T
i = const (10.49)

Äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî âåùåñòâà p = 0, ρ ∝ a−3 ⇒

V T
i = const/a (10.50)

Âåêòîðíûå ìîäû vi ëèáî íå ðàñòóò, ëèáî óáûâàþò.

Èç (10.46) è (10.48):

∂η(−k2)W T
i = 16πGa2const

a4
= const

1

a2
(10.51)

ÐÄ-ñòàäèÿ:

∂ηW
T
i =

const

const η2
=

const

η2
⇒ (10.52)

W T
i =

const

η
=

const

a
(10.53)

ÄÌ-ñòàäèÿ:

∂ηW
T
i =

const

const η4
=

const

η4
⇒ (10.54)

W T
i =

const

η3
=

const

a3/2
(10.55)

ΛÄ-ñòàäèÿ

∂ηW
T
i =

const

(−1/HdSη)2
= const η2 ⇒ (10.56)

W T
i = const η3; η = − 1

aHdS
⇒ (10.57)



W T
i =

const

a3
(10.58)

Âåêòîðíûå ìîäû ãðàâèòàöèè ïàäàþò âî âñåõ ðåæè-
ìàõ ýâîëþöèè ⇒
ïàäàþùèå ìîäû íå äîëæíû ñåáÿ ïðîÿâëÿòü, òàê êàê
âåäóò ê ñèíãóëÿðíîñòè â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíûõ ìîä íåò
(êàê è ëþáûõ ïàäàþùèõ ìîä!).

Ýâîëþöèÿ òåíçîðíûõ ìîä (ðåëèêòîâûå ãðàâè-
òàöèîííûå âîëíû)

Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ òåíçîðíûõ ìîä (ñì.
(9.106))

∂2
ηh

TT
ij + 2

a′

a
∂ηh

TT
ij −∆hTTij = 0 (10.59)

hTTij =
∑
A

e
(A)
ij h

(A); A = +,× (10.60)

Èç (10.59) äëÿ êàæäîé (A):

∂2
ηh

(A) + 2
a′

a
∂ηh

(A) −∆h(A) = 0; (10.61)

èëè â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè (äëÿ ëþáîé èç êîì-
ïîíåíò)

h′′ + 2
a′

a
h′ + k2h = 0 (10.62)

Òåíçîðíûå ìîäû çà ãîðèçîíòîì: êîíñòàíòíàÿ
ìîäà è ïàäàþùàÿ ìîäà

Óñëîâèå íà k äëÿ ìîä çà ãîðèçîíòîì (10.35):

k � a′

a
(10.63)

Ïðåíåáðåãàåì â (10.62) ÷ëåíîì k2h:

h′′ + 2
a′

a
h′ = 0 (10.64)

Îäíî èç ðåøåíèé � êîíñòàíòíàÿ ìîäà:

h = h(i) = const (10.65)

(i) � initial èëè input.
Äðóãîå ðåøåíèå � ïàäàþùàÿ ìîäà F:

h(η) = const

∫ ∞
η

dη

a2(η)
; h(∞) = 0 (10.66)

Âåäåò ñåáÿ êàê ïàäàþùàÿ âåêòîðíàÿ ìîäà

ÐÄ : h ∝ a−1

ÄÌ : h ∝ a−3/2

ΛÄ : h ∝ a−3

Ñëåäîâàòåëüíî òàêèå ðåøåíèÿ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Âñå òåíçîðíûå ìîäû çà ãîðèçîíòîì � òîëüêî êîí-
ñòàíòíûå ìîäû

hA = hA(i)(k); A = +,× (10.67)



Òåíçîðíûå ìîäû ïîä ãîðèçîíòîì. Ñøèâêà ñ
êîíñòàíòíîé ìîäîé

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ:

f (η) = a(η)h(η) (10.68)

Óðàâíåíèå (10.62) ïðèíèìàåò âèä:

f ′′ +

(
k2 − a′′

a

)
f = 0 (10.69)

Ò.ê. a çàâèñèò îò η ñòåïåííûì îáðàçîì (ÐÄ è ÄÌ
ñòàäèè), òî

a′′

a
= const

1

η2
, const ∼ 1 (10.70)

Ïîä ãîðèçîíòîì

1

k
� η ⇒ k2 � 1

η2
∼ a′′

a
⇒ k2 − a′′

a
∼= k2 ⇒ (10.71)

ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà

f ′′ + k2f = 0⇒ (10.72)

f (η) = C cos(kη + α)⇒ h(η) =
C

a(η)
cos(kη + α)

(10.73)
Ïàäàþùàÿ ìîäà, íî áåçîïàñíàÿ, òàê êàê ðåøåíèå íå
íóæíî ýêñòðàïîëèðîâàòü ê a = 0 � òîëüêî äî ìîìåí-
òà âõîäà ïîä ãîðèçîíò.

C, α èùåì èç óñëîâèÿ ñøèâêè ñ êîíñòàíòíîé ìîäîé.

Ãðóáî (àñèìïòîòèêà)

Ìîìåíò âõîäà ïîä ãîðèçîíò η×:

h(η×) =
C

a(η×)
cos(kη× + α) ∼ C

a(η×)
⇒ (10.74)

C ∼ h(η×)a(η×) ∼ h(i)a(η×)⇒ (10.75)

h(η) ∼ h(i)
a(η×)

a(η)
cos(kη + α) (10.76)

(η× äëÿ ðàçíûõ k � ðàçíûå!)

Åñëè h(i) íå çàâèñÿò îò k (áåëûé øóì), òî çàâèñè-
ìîñòü h îò k äëÿ ìîä, âîøåäøèõ ïîä ãîðèçîíò, îïðå-
äåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ a(η×(k))

η× ∼ 1/k ⇒
Åñëè âîëíû âõîäÿò íà ÐÄ ñòàäèè

a(η×) = const η× = const
1

k
⇒ h(k) ∝ hi

1

k
; k � k(eq)

(10.77)

Åñëè âîëíû âõîäÿò íà ÄÌ ñòàäèè

a(η×) = const η2
× = const

1

k2
⇒ h(k) ∝ hi

1

k2
; k � k(eq)

(10.78)



Óòî÷íåíèå îöåíêè: ðåøàåì (10.62) ïðè η ∼ η×

(10.62): h′′ + 2
a′

a
h′ + k2h = 0 (10.79)

Äëÿ ÐÄ-âõîäÿùèõ ìîä

a′

a
=

1

η
⇒ (10.80)

èç (10.62)

h′′ +
2

η
h′ + k2h = 0 (10.81)

Çàìåíà x = kη ⇒

d2h

dx2
+

2

x

dh

dx
+ h = 0 (10.82)

Ðåøåíèå, ñòðåìÿùååñÿ ê êîíñòàíòå ïðè x → 0 åñòü
ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ 0-ãî ïîðÿäêà:

j0(x) =
sinx

x
(10.83)

h(η) = h(i)
sin kη

kη
(10.84)

• Ýòî ðåøåíèå âåðíî ëèøü íà ÐÄ-ñòàäèè, âáëèçè η×.
Êàê îíî âåäåò ñåáÿ ïîòîì?

Çàïèøåì â âèäå (ïåðåõîäèò â (10.84) âáëèçè η×):

h(η) = h(i)
a(η×)

η×

sin kη

ka(η)
(10.85)

a(η) = const× η, îòíîøåíèå a(η)/η íå çàâèñèò îò âðå-
ìåíè (âáëèçè η×). Èç (8.101):

a(η×)

η×
=

(
g∗
g∗,0

)1/6

a2
0H0

√
Ωrad ⇒ (10.86)

h(η) = h(i)

[(
g∗
g∗,0

)1/6

a2
0H0

√
Ωrad

]
sin kη

ka(η)
(10.87)

Ýòî ðåøåíèå óíèâåðñàëüíî âåðíî ïðè âñåõ η ïîñëå
âõîäà ìîäû ïîä ãîðèçîíò, òàê êàê àìïëèòóäà óíè-
âåðñàëüíî ïàäàåò êàê 1/a (ñì. ãðóáóþ îöåíêó âûøå)!
Ôàçà êîëåáàíèÿ ôèêñèðîâàíà!

Ôîðìóëà (10.87) äîâîäèòñÿ äî ÷èñëà:

a2
0

ka(η)
=

a0

a(η)

1

k/a0
=

a0

a(η)

1

q0
; kη = q0(a0η) (10.88)

Äëÿ ÄÌ-âõîäÿùèõ ìîä

a(η) = const η2;
a′

a
=

2η

η2
=

2

η
(10.89)

èç (10.62)

h′′ +
4

η
h′ + k2h = 0 (10.90)

Çàìåíà:

h(η) =
1

η
y(η)⇒ (10.91)

d2y

dη2
+

2

η

dy

dη
+

(
k2 − 2

η2

)
y = 0 (10.92)



Åùå çàìåíà: x = kη ⇒
d2y

dx2
+

2

x

dy

dx
+

(
1− 2

x2

)
y = 0 (10.93)

� óðàâíåíèå äëÿ ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè Áåññåëÿ 1-ãî
ïîðÿäêà:

j1(x) =
1

x2

(
sinx

x
− cosx

)
(10.94)

Àñèìïòîòèêà j1(x→ 0) = 1/3.

Ðåøåíèå ñ àñèìïòîòèêîé h(η → 0) = h(i):

h(η) = −3h(i)
1

(kη)2

(
cos kη − sin kη

kη

)
(10.95)

h(η) = −3h(i)
a(η×)

η2
×

1

k2a(η)

(
cos kη − sin kη

kη

)
=

=

∖
Èç (8.45) :

a

η2
=
a3

0H
2
0ΩM

4

∖
=

= −3h(i)
a3

0H
2
0ΩM

4

1

k2a(η)

(
cos kη − sin kη

kη

)
(10.96)

Ïðè kη >> 1 (ãëóáîêî ïîä ãîðèçîíòîì)

h(η) = −3h(i)
a3

0H
2
0ΩM

4

1

k2a(η)
cos kη (10.97)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò (10.76) è (10.78).

Ýòî ðåøåíèå óíèâåðñàëüíî âåðíî ïðè âñåõ η ïîñëå
âõîäà ìîäû ïîä ãîðèçîíò, òàê êàê àìïëèòóäà óíè-
âåðñàëüíî ïàäàåò êàê 1/a (ñì. ãðóáóþ îöåíêó âûøå)!
Ôàçà êîëåáàíèÿ ôèêñèðîâàíà!

Ñêàëÿðíûå âîçìóùåíèÿ � îäíîêîìïîíåíòíûå
ñðåäû

Ôîðìàëèçì îïèñûâàåò âîçìóùåíèÿ òîé êîìïîíåíòû,
êîòîðàÿ äîìèíèðóåò.

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ñêàëÿðíûõ ìîä, îäíîêîì-
ïîíåíòíàÿ ñðåäà (ñì. (10.17)�(10.19))

∆Φ− 3
a′

a
Φ′ − 3

a′2

a2
Φ = 4πGa2δρ (10.98)

Φ′ +
a′

a
Φ = −4πGa2[(ρ + p)v] (10.99)

Φ′′ + 3
a′

a
Φ′ +

(
2
a′′

a
− a′2

a2

)
Φ = 4πGa2δp (10.100)

Äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîé ñðåäû óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ
ñëåäóþò èç (10.98)�(10.100).

(10.98) â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

k2Φ + 3
a′

a
Φ′ + 3

a′2

a2
Φ = −4πGa2δρ (10.101)

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ: δp = u2
sδρ

(10.101) + (10.100)× u2
s:

Φ′′+3
a′

a
(1+u2

s)Φ
′+

[
2
a′′

a
− a′2

a2
(1− 3u2

s)

]
Φ+u2

sk
2Φ = 0

(10.102)



Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà:

a′2

a4
=

8π

3
Gρ (10.103)

Óðàâíåíèÿ ôîíîâîé ìåòðèêè äëÿ (i, j)-êîìïîíåíò
(ñì. (8.89)):

2
a′′

a3
− a′2

a4
= −8πGp⇒ (10.104)[

2
a′′

a
− a′2

a2
(1− 3u2

s)

]
= −8πGa2(p− u2

sρ) (10.105)

Ñ÷èòàåì p = u2
sρ, òîãäà [. . . ] èñ÷åçàåò

Φ′′ + 3
a′

a
(1 + u2

s)Φ
′ + u2

sk
2Φ = 0 (10.106)

Ñêàëÿðíûå ìîäû çà ãîðèçîíòîì

k � a′

a
⇒ (10.107)

ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â (10.106) ïðåíåáðåãàåì

Φ′′ + 3
a′

a
(1 + u2

s)Φ
′ = 0 (10.108)

Èìååòñÿ êîíñòàíòíîå ðåøåíèå

Φ = Φ(i) = const (10.109)

è åñòü ïàäàþùàÿ ìîäà

Φ(η) = const

∫ ∞
η

dη

a3(1+u2
s)(η)

(10.110)

Ïðåäïîëàãàåì, êàê îáû÷íî, ÷òî ïàäàþùåé ìîäû íåò.

Èùåì

δ =
δρ

ρ
(10.111)

Èç (10.101), çà ãîðèçîíòîì äëÿ êîíñòàíòíîé ìîäû

3
a′2

a2
Φ(i) = −4πGa2δρ (10.112)

Èç óðàâíåíèÿ Ôðèäìàíà

a′2

a2
=

8π

3
a2Gρ (10.113)

Ïîäñòàâëÿåì â (10.112) ⇒

δ =
δρ

ρ
= −2Φ(i) = const (10.114)

Ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñêàëÿðíîé ìîäå v: vj = ∂jv

Èç (10.99) ïîòåíöèàë ñêîðîñòè

v = − 1

4πGa2(ρ + p)

a′

a
Φ (10.115)



Φ = Φ(i)e
ikx ⇒

vj = ∂jv = − 1

4πG(ρ + p)

a′

a2

1

a
ikje

ikx ∼

∼ 1

4πG(ρ + p)
Hq =

1

4πG(ρ + p)
H2 q

H
∼ q

H
� 1

(10.116)

Ñêàëÿðíûå ìîäû ïîä ãîðèçîíòîì: ÓÐ âåùå-
ñòâî

w = u2
s = 1/3 (10.117)

Èç (10.106)

Φ′′ + 3
a′

a
(1 + u2

s) + u2
sk

2Φ = 0;
a′

a
=

1

η
⇒ (10.118)

Φ′′ +
4

η
+ u2

sk
2Φ = 0 (10.119)

Ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ äëÿ ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè
Áåññåëÿ 1-ãî ïîðÿäêà (ñì. (10.90)). Ðåøåíèå:

Φ(η) = −3Φ(i)
1

(uskη)2

[
cos(uskη)− sin(uskη)

uskη

]
(10.120)

Φ(η → 0) = Φ(i) (10.121)

Çâóêîâîé ãîðèçîíò:

ls = us ·
1

H
(10.122)

Äàëåêî ïîä çâóêîâûì ãîðèçîíòîì (uskη � 1) èìååò-
ñÿ ïàäàþùàÿ âîëíà ñ îïðåäåëåííîé ôàçîé:

Φ(η) = −3Φ(i)
1

(uskη)2
cos(uskη) (10.123)

Èùåì δ = δρ/ρ ãëóáîêî ïîä (çâóêîâûì) ãîðèçîíòîì.
Èç (10.101) (îáúåäèíèëè ñëàãàåìûå ñ Φ):(

k2 + 3
a′2

a2

)
Φ + 3

a′

a
Φ′ = −4πGa2δρ (10.124)

Ïîêàæåì, ÷òî ñëåâà ñóùåñòâåíåí òîëüêî ÷ëåí k2Φ.

η2

(
k2 + 3

a′2

a2

)
Φ =

= η2

(
k2 +

3

η2

)(
−3Φ(i) cos(uskη)

1

(uskη)2

)
=

=
(
η2k2 + 3

)(
−3Φ(i) cos(uskη)

1

(uskη)2

)
=

= \uskη � 1\ ≈

≈ η2k2

(
−3Φ(i) cos(uskη)

1

(uskη)2

)
∼ Φ(i) (10.125)

η23
a′

a
Φ′ ∼=

9Φ(i)

uskη
sin(uskη) ∼ 1

uskη
Φ(i) (10.126)

Φ(i) �
1

uskη
Φ(i) (10.127)



k2Φ = −4πGa2δρ⇒ δρ = − 1

4πG

k2

a2
Φ(η) =

=
3Φ(i)

4πG

1

u2
s

1

a2η2
cos(uskη) =

∖
1

a2η2
= H2 =

8π

3
Gρ

∖
=

= 6Φiρ cos(uskη)⇒ (10.128)

δrad =
δρrad
ρ

= 6Φ(i) cos(uskη) (10.129)

Âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ðåëÿòèâèñòñêîãî âåùåñòâà
ïîä ãîðèçîíòîì èñïûòûâàþò àêóñòè÷åñêèå îñöèëëÿ-
öèè.
Àìïëèòóäà íå ðàñòåò è íå óáûâàåò � Äæèíñîâñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè íåò.

Âîçìóùåíèå ñêîðîñòè ðåëÿòèâèñòñêîé ìàòåðèè

Èñõîäèì èç (10.99) [äîìèíèðóåò ÓÐ ìàòåðèÿ ⇒ ÓÐ
ñòàäèÿ]:

Φ′ +
a′

a
Φ = −4πGa2(ρ + p)v (10.130)

a′2

a4
=

8π

3
Gρ;

a′

a2
=

1

aη
; p =

1

3
ρ⇒ (10.131)

a2(p + ρ) =
1

η2

1

2πG
F (10.132)

Ïîäñòàâëÿåì Φ(i) (10.120) è (10.132) â (10.99) è ïîëó-
÷àåì:

kv =
3Φ(i)

us

[
sin(uskη)

(uskη)2
− cos(uskη)

uskη
− 1

2
sin(uskη)

]
(10.133)

v � ïîòåíöèàë ñêîðîñòè: vi = ikiv = ∂iv; kv � ¾ôèçè-
÷åñêàÿ ñêîðîñòü¿.

Äëÿ ìîä ãëóáîêî ïîä (àêóñòè÷åñêèì) ãîðèçîíòîì
(uskη � 1)

kv = −
3Φ(i)

2us
sin(uskη) (10.134)

� àêóñòè÷åñêèå îñöèëëÿöèè.

Ñð. (10.129) è (10.134) � ôàçû ñäâèíóòû íà π/2.

Íåðåëÿòèâèñòñêîå âåùåñòâî (ïîä è çà ãàðèçîí-
òîì)

(10.106) (îáùåå óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèà-
ëà Φ):

Φ′′ + 3
a′

a
(1 + u2

s)Φ
′ + u2

sk
2Φ = 0 (10.135)

p = 0; us = 0 ⇒ âñå ìîäû íàõîäÿòñÿ çà çâóêîâûì
ãîðèçîíòîì.
Âñå, ÷òî îñòàåòñÿ îò óðàâíåíèÿ è çà ãîðèçîíòîì, è
ïîä ãîðèçîíòîì:

Φ′′ + 3
a′

a
Φ′ = 0⇒ Φ(η) = Φ = const (10.136)

Íà÷àëüíûå äàííûå � êîíñòàíòíàÿ ìîäà,
îíà äëÿ ïîòåíöèàëà è ñîõðàíÿåòñÿ. ⇒
• Â ëèíåéíîì ðåæèìå âîçìóùåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ñêà-
ëÿðíîé ìîäû ÍÐ âåùåñòâà íå ìåíÿþòñÿ.



Ïëîòíîñòü (ñòàäèÿ ÄÌ - àâòîìàòè÷åñêè èç-çà îä-
íîêîìïîíåíòíîñòè!)

(10.101):

k2Φ + 3
a′

a
Φ′ + 3

a′2

a2
Φ = −4πGa2δρ (10.137)

Φ′ = 0⇒(
k2 + 3

a′2

a2

)
Φ = −4πGa2δρ⇒ (10.138)

δρ = − 1

4πGa2

(
k2 + 3

a′2

a2

)
Φ =

=
∖
a = const η2 ⇒ a′/a = 2/η

∖
=

= − 1

4πGa2

(
k2 +

12

η2

)
Φ (10.139)

δρ = − 1

4πGa2

(
k2 +

12

η2

)
Φ (10.140)

Çà ãîðèçîíòîì
(óæå çíàåì: δ = −2Φ(i), êîíñòàíòíàÿ ìîäà)

1

k
� η ⇒ k2 � 1/η2 ⇒

12/η2 äîìèíèðóåò ⇒
δρ ∝ 1/a3.
Íî ρ ∝ 1/a3 ⇒ δ = δρ/ρ = const

H =
a′

a2
=

2

aη
(10.141)

H2 =
8π

3
Gρ⇒ ρ =

3

8πG

(
2

aη

)2

⇒ (10.142)

δ =
δρ

ρ
= −2Φ (10.143)

δ = δ(i) = −2Φ(i) = const− çà ãîðèçîíòîì (10.144)

Äëÿ ìîä çà ãîðèçîíòîì äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî âå-
ùåñòâà Äæèíñîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü íå ðàçâèâà-
åòñÿ.

Ïîä ãîðèçîíòîì

kη � 1⇒ k2 � 1/η2 ⇒

δρ = − 1

4πGa2
k2Φ = +

1

8πGa2
k2δ(i) (10.145)

Óæå âèäíî, ÷òî δ áóäåò ðàñòè ïðîïîðöèîíàëüíî a⇒
äæèíñîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Íàéäåì, êàê:

ρ =
3

8πG
H2 (10.146)

δ =
δρ

ρ
=

1

3

k2

a2

1

H2
δ(i) =

1

3

q2

H2
δ(i) (10.147)

Â ìîìåíò âõîäà ïîä ãîðèçîíò q× = H×, èç (10.147)
⇒

δ× =
1

3
δ(i) (10.148)



H2 =

(
2

aη

)2

⇒ (10.149)

δ =
1

3

k2

a2

a2η2

4
δ(i) =

1

12
k2η2δ(i) =

=
∖
η2 =

a

const

∖
=

1

12
k2 a

const
δ(i) (10.150)

1

12
k2a×(k)

const
δ(i) = δ× =

1

3
δ(i) (10.151)

const =
1

4
k2a×(k) (10.152)

δ(η) =
1

3

a(η)

a×
δ(i), kη � 1 (10.153)

Àìïëèòóäà ìîäû ðàñòåò ñî âðåìåíåì � íåóñòîé÷è-
âîñòü Äæèíñà. ×åì ïîçäíåå ìîäà âõîäèò ïîä ãîðè-
çîíò, òåì ìåíüøå óñïåâàåò âûðàñòè ê ìîìåíòó η

Êàêèå ìîäû ïðèâåëè ê îáðàçîâàíèþ íàáëþäàåìûõ
ñòðóêòóð?

Ðàññìîòðèì âñå ìîäû, âîøåäøèå ïîä ãîðèçîíò íà
ÌÄ-ñòàäèè.
Ñàìàÿ êîðîòêàÿ ñðåäè íèõ � âîøåäøàÿ ïîä ãîðèçîíò
â ìîìåíò qeq
Êîîðäèíàòíûé èìïóëüñ (âîëíîâîå ÷èñëî) ìîäû îïðå-
äåëÿåòñÿ

keqηeq ∼ 1 (10.154)
Äëèíà âîëíû ñåé÷àñ:

keq
a0

(a0ηeq) = qeq(a0ηeq) =
2π

λeq
(a0ηeq) ∼ 1⇒ (10.155)

λeq ∼ 2π(a0ηeq) = 2π × 120Ìïê ≈ 750Ìïê (10.156)

δ =
1

3
(1 + zeq)δ(i) (10.157)

δ(i) ∼ 3 · 10−5, zeq ≈ 3000⇒ δ ∼ 0.03 (10.158)

Ìîäû, âîøåäøèå ïîä ãîðèçîíò íà ÌÄ-ñòàäèè íå âî-
øëè â íåëèíåéíûé ðåæèì ⇒
Âcåëåííàÿ íà ìàñøòàáàõ 750Ìïê è áîëåå � çàâåäîìî
îäíîðîäíà.

Ñóùåñòâóþùèå ñòðóêòóðû îïðåäåëÿþòñÿ ìîäàìè,
âîøåäøèìè ïîä ãîðèçîíò ðàíüøå � íà ÐÄ-ñòàòäèè.



Ëåêöèÿ 11

Ñêàëÿðíûå ìîäû íåðåëÿòèâèñòêîé ìàòåðèè â îäíîêîìïîíåíòíîé
ìîäåëè (îêîí÷àíèå). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çà ãîðèçîíòîì äëÿ
àäèàáàòè÷åñêîé ìîäû. Ãàóññîâû ñëó÷àéíûå ïîëÿ è íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé. Ñòàíäàðòíàÿ
êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü.
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Ñêîðîñòè, ñêàëÿðíûå ìîäû çà è ïîä ãîðèçîíòîì

0i-êîìïîíåíòà ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòå-
íà äëÿ ñêàëÿðíîé ìîäû (10.99):

Φ′ +
a′

a
Φ = −4πGa2(ρ + p)v (11.1)

Φ′ = 0, p = 0⇒

v = −a
′

a
Φ

1

4πGa2

1

ρ
=

∖
H =

a′

a2
, a = const η2

∖
=

=

∖
8π

3
Gρ = H2 =

(
2

aη

)2

,
a′

a
=

2

η

∖
=

= −1

3
Φη (11.2)

kv = −Φ

3
kη (11.3)

Ìîäû çà ãîðèçîíòîì kη � 1⇒ kv � Φ
Ïîä ãîðèçîíòîì ñêîðîñòè ðàñòóò kv ∝ η ∝

√
a

Ïðè âñåõ ìàñøòàáàõ, ò.ê. us = 0

Íåðåëÿòèâèñòñêîå âåùåñòâî
íà Λ-äîìèíèðîâàííîé ñòàäèè

(8.93) : a(η) = − 1

HdSη
, H2

dS =
8π

3
GρΛ (11.4)

Λ ñîçäàåò äàâëåíèå, íî íå ñîçäàåò âîçìóùåíèÿ äàâ-
ëåíèÿ!

Ïîòåíöèàë Φ.
ij-êîìïîíåíòà ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéíøòå-
íà äëÿ ñêàëÿðíîé ìîäû (10.100):

Φ′′ + 3
a′

a
Φ′ +

(
2
a′′

a
− a′2

a2

)
Φ = 4πGa2δptot (11.5)

δptot = 0. Ïîäñòàâëÿåì (11.4):

Φ′′ − 3

η
Φ′ +

3

η2
Φ = 0 (11.6)

Äâà òèïà ðåøåíèé:

Φ(η) = const · η ∝ 1

a
(11.7)

Φ(η) = const · η3 ∝ 1

a3
(11.8)

Ïàäàåò!



Ïëîòíîñòü

Êîâàðèàíòíîå ñîõðàíåíèå (10.101):

k2Φ + 3
a′

a
Φ′ + 3

a′2

a2
Φ = −4πGa2δρ (11.9)

Ïîäñòàâëÿåì (11.7), ïðåíåáðåãàåì (11.8),
èñïîëüçóåì a′/a = −1/η
(äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ ñëåâà â (11.9) ñîêðàùàþò-
ñÿ)

k2Φ = −4πGa2δρ⇒ δρ = − k2Φ

4πGa2
(11.10)

δρ

ρ
∝ Φ

a2
· a3 ∝ 1

a3
× a3 = 1 (íå ðàñòóò) (11.11)

Ñòðóêòóðû áîëüøåãî ìàñøòàáà, ÷åì íàáëþäàþòñÿ
ñåé÷àñ, íå ïîÿâÿòñÿ íèêîãäà.

Ïåðâè÷íûå ñêàëÿðíûå âîçìóùåíèÿ â ìíîãî-
êîìïîíåíòíîé Âñåëåííîé

Îñíîâíûå óðàâåíèÿ äëÿ âîçìóùåíèé â èìïóëüñíîì
ïðåäñòàâëåíèè

Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà (10.17)�
(10.19), ïåðåïèñàíû ñ ó÷åòîì íåñêîëüêèõ êîìïîíåíò
ìàòåðèè λ :

k2Φ + 3
a′

a
Φ′ + 3

a′2

a2
Φ = −4πGa2

∑
λ

δρλ (11.12)

Φ′ +
a′

a
Φ = −4πGa2

∑
λ

(ρλ + pλ)vλ (11.13)

Φ′′+ 3
a′

a
Φ′+

(
2
a′′

a
− a′2

a

)
Φ = 4πGa2

∑
λ

δpλ (11.14)

Ëèíåàðèçîâàííûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÒÝÈ:

δρ′λ+3
a′

a
(δρλ+δpλ)−(ρλ+pλ)(k2vλ+3Φ′) = 0 (11.15)

[(ρλ+pλ)]′+4
a′

a
(ρλ+pλ)vλ+δpλ+(ρλ+pλ)Φ = 0 (11.16)

Îñíîâíûå êîìïîíåíòû ñðåäû äî ðåêîìáèíàöèè:
• Áàðèîí-ýëåêòðîí-ôîòîííàÿ ñðåäà λ = Bγ
• Òåìíàÿ ìàòåðèÿ: λ = CDM .
• Íåéòðèíî (ëåïòîíû): λ = L

Îáîçíà÷åíèÿ è ñâÿçè:

δλ = δρλ/ρλ (11.17)

δpλ = u2
s,λδρλ (11.18)

pλ = wλρλ (11.19)



Óðàâíåíèÿ (11.15) è (11.16) â òåðìèíàõ δλ, wλ, u
2
s,λF:

δ′λ + 3
a′

a
(u2

s,λ − wλ)δλ − (1 + wλ)k2vλ = 3(1 + wλ)Φ′

(11.20)

[(1+wλ)vλ]′+
a′

a
(1−3wλ)(1+wλ)vλ+u2

s,λδλ = −(1+wλ)Φ

(11.21)

Àäèàáàòè÷åñêàÿ ìîäà è ìîäà ïîñòîÿííîé êðè-
âèçíû

Êîíòåêñò:

• Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìîäû, îòâå÷àþùèå çà
àíèçîòðîïèþ CMB è çà ðîñò ñòðóêòóð âåùåñòâà.

• Òàêèå ìîäû âõîäÿò ïîä ãîðèçîíò ïðè òåìïåðàòó-
ðàõ íå áîëåå T ∼ 100 êýÂ:

� áàðèîíû è ýëåêòðîíû íåðåëÿòèâèñòñòêèå

� CDM íåðåëÿòèâèñòñêàÿ

� íåéòðèíî (∼ 1ÌýÂ) è CDM (> 0.05ÃýÂ) çà-
ìîðîæåíû, íå âçàèìîäåéñòâóþò ñ áàðèîí-
ýëåêòðîí-ôîòîííîé ïëàçìîé

Îñíîâíûå ïàðàìåòðû êîñìè÷åñêîé ïëàçìû:
• nB, nCDM , nL
• T (èëè s ∝ T 3)

• Âîîáùå ãîâîðÿ, èìåþò ìåñòî âîçìóùåíèÿ òåìïåðà-
òóðû, ïëîòíîñòè è ñîñòàâà ñðåäû âìåñòå.
• Åñëè âîçìóùåíèÿ ìàëû (ëèíåéíûé ðåæèì), òî
ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ëèíåéíî-íåçàâèñìûå êîìïî-
íåíòû:
- Âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè (òåìïåðàòóðû) � îòäåëüíî;
- Âîçìóùåíèÿ ñîñòàâà � îòäåëüíî.

Âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè � àäèàáàòè÷åñêàÿ ìîäà

Âåùåñòâî èìååò íåíóëåâûå âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè
ýíåðãèè (òåìïåðàòóðû), íî îòíîñèòåëüíûå âåëè÷è-
íû, õàðàêòåðèçóþùèå áàðèîííóþ àñèììåòðèþ, ïëîò-
íîñòü òåìíîé ìàòåðèè è ïëîòíîñòü ëåïòîíîâ íå çàâè-
ñÿò îò òèïà ìàòåðèè:

δ
(nB
s

)
= δ

(nCDM
s

)
= δ

(nL
s

)
= 0 (11.22)

Âîçìóùåíèÿ ñîñòàâà � ìîäû ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

Âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè âåùåñòâà îòñóòñâóþò, íî:
• Íåîäíîðîäíîñòü áàðèîííîãî ÷èñëà → áàðèîííàÿ
ìîäà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû
• Íåîäíîðîäíîñòü ïëîòíîñòè òåìíîé ìàòåðèè →
CDM-ìîäà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû
• Íåîäíîðîäíîñòü ëåïòîííîãî ÷èñëà → ëåïòîííàÿ
ìîäà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû
(ïðè ïðî÷èõ ôîíîâûõ êîíöåíòðàöèÿõ)

Êðèâèçíà ïîñòîÿííà ïîòîìó, ÷òî èçìåíåíèÿ êîíöå-
íðàöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ôîíå ïîñòîÿííîé ïîëíîé



ïëîòíîñòè ýíåðãèè.

Îáùåå îïðåäåëåíèå: äëÿ ìîä ïîñòîÿííîé êðèâèçíû
çà ãîðèçîíòîì âîçìóùåíèå ãðàâèòàöèîííûõ ïîòåíöè-
àëîâ îòñóòñòâóåò.

Íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò: âêëàä ìîä ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû ìàë.

Àäèàáàòè÷åñêàÿ ìîäà çà ãîðèçîíòîì.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ àäèàáàòè÷åñêîé ìîäû
� ÷òî ýòî òàêîå?

Çà ãîðèçîíòîì âîçìóùåíèÿ ñóùåñòâóþò â âèäå êîí-
ñòàíòíûõ ìîä Φ = Φ(i) = const, δρ/ρ = const è
îáùàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ êàðòèíà, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ îäíîé àäèàáàòè÷åñêîé êîíñòàíòíîé ìîäå,
íà ýâðèñòè÷åñêîì óðîâíå ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó íåçà-
âèñèìûõ îäíîðîäíûõ âñåëåííûõ íåñêîëüêî ðàçëè÷à-
þùèõñÿ ïî âðåìåíè ýâîëþöèè è ïîòîìó èìåþùèõ
ðàçíóþ òåìïåðàòóðó, èëè íà÷àâøèõ ðàçâèâàòüñÿ â
ðàçíîå âðåìÿ.

Òîãäà äëÿ àäèàáàòè÷åñêîé ìîäû äëÿ êàæäîé íåçàâè-
ñèìîé êîìïîíåíòû ñðåäû ìîæíî çàïèñàòü:

δρλ = ρ′λδη(x, η) ≡ ρ′λε(x, η) (11.23)

δpλ = p′λδη(x, η) ≡ p′λε(x, η) (11.24)

Ôóíêöèÿ ε(x, η) � îäíà äëÿ âñåõ êîìïîíåíò λ, òàê
êàê ìîäû àäèàáàòè÷åñêèå.

Â òî æå âðåìÿ, ïðè ôèêñèðîâàííîì ñîñòàâå ñðåäû, ρ

è p îäíîçíà÷íî çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû ⇒:

δρλ =
∂ρλ
∂T

δT (x, η) (11.25)

δpλ =
∂pλ
∂T

δT (x, η) (11.26)

Íî:

δT (x, η) =
∂T

∂η
δη ≡ ∂T

∂η
ε(x, η) (11.27)

ε(x, η) è δT (x, η) îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû, ïîýòîìó îïðå-
äåëåíåíèÿ (11.25,11.26) è (11.23,11.24) ýêâèâàëåíòíû.

Ôîðìóëû (11.25,11.26) ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì
àäèàáàòè÷åñêîé ìîäû.

Ñîâìåñòèìî ëè îïðåäåëåíèå (11.25,11.26) èëè
(11.23,11.24) ñ óðàâíåíèÿìè (11.12)�(11.16)?

Ïîêàæåì, ÷òî Φ (à ñëåäîâàòåëüíî è âñå îñòàëüíîå)
äåéñòâèòåëüíî âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ε � ïðè òîì,
÷òî óðàâíåíèÿ çàïèñàíû äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò λ.



Èñïîëüçóåì (11.15) �
ñîõðàíåíèå ÒÝÈ, çàâèñÿùåå îò λ:

(11.15): δρ′λ+3
a′

a
(δρλ+δpλ)− (ρλ+pλ)(k2vλ+3Φ′) = 0

(11.28)
Çà ãîðèçîíòîì ìîæíî ñ÷èòàòü k = 0, îñòàåòñÿ:

δρ′λ + 3
a′

a
(δρλ + δpλ)− (ρλ + pλ)3Φ′ =

=

∖
δρλ = ρ′λε; ρ

′
λ = −3

a′

a
(ρλ + pλ) êîâ. ñîõð. (8.90)

∖
= −3(ρλ + pλ)

[(
a′

a
ε

)′
+ Φ′

]
= 0⇒ (11.29)

Φ′ = −
(
a′

a
ε

)′
(11.30)

� Çàâèñèìîñòè îò λ íåò!

Ðåøåíèå (11.30):

Φk(x, η) = −a
′

a
ε(x, η)− ζ(x,k) (11.31)

ζ(x,k) âàæíà, ò.ê., â äåéñòâèòåëüíîñòè, è îïðåäåëÿåò
êîíñòàíòíóþ ìîäó çà ãîðèçîíòîì.

Èç êîâàðèàíòíîãî ñîõðàíåíèÿ (8.90)

ρ′λ = −3
a′

a
(ρλ + pλ)⇒ (11.32)

a′

a
= −1

3

ρ′λ
(ρλ + pλ)

=

∖
ρ′λ =

δρλ
ε

∖
=

= −1

3

δρλ
ε(ρλ + pλ)

⇒ (11.33)

ε â (11.31) ñîêðàùàåòñÿ! ⇒

ζ = −Φ +
1

3

δρλ
ρλ + pλ

= −Φ +
1

3

δρtot
ρtot + ptot

(11.34)

� òàê êàê ìîäà àäèàáàòè÷åñêàÿ

ζ = −Φ +
1

3

δρtot
ρtot + ptot

(11.35)

� íå çàâèñèò îò âðåìåíè, â òî âðåìÿ, êàê ñëàãàåìûå
â ï.÷. ìîãóò çàâèñåòü îò âðåìåíè!

Âûðàçèì Φ òîëüêî ÷åðåç ζ.
Ðåøàåì óðàâíåíèå (11.12)
(00-êîìïîíåíòà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà)

(11.12): k2Φ + 3
a′

a
Φ′ + 3

a′2

a2
Φ = −4πGa2

∑
λ

δρλ

(11.36)



• Äëÿ êîíñòàíòíîé ìîäû k = 0
• Ïîäñòàâëÿåì δρλ = ρλε
• Ïîäñòàâëÿåì Φ èç (11.31), Φ′ èç (11.30)

• Èñïîëüçóåì ρtot =
3

8πG

a′2

a4

• Èñïîëüçóåì 2
a′′

a3
− a′2

a4
= −8πGptot

2
a′

a
ε + ε′ + ζ = 0 F (11.37)

Ðåøåíèå âàðèàöèåé ïîñòîÿííûõ.
Îáùåå ðåøåíèå ïðè ζ = 0⇒ ε = Ca−2

� ïàäàþùàÿ ìîäà, äîëæíî áûòü îòáðîøåíî ⇒ ζ 6= 0
Îòâåò:

ε(η) = −ζ 1

a2(η)

∫ η

0

a2(η)dη (11.38)

Íèæíèé ïðåäåë âûáðàí èñõîäÿ èç ε(η → 0) = 0, òàê

êàê òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå Φ = −a
′

a
ε − ζ êîíå÷åí â

η = 0.

Óðàâíåíèå (11.14) (ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû
ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ñêà-
ëÿðíûõ ìîä) ñ (11.38) óäîâëåòâîðÿåòñÿ àâòîìàòè÷å-
ñêè F.

Èç (11.31):

Φ = −ζ
(

1− a′

a3

∫ η

0

a2(η)dη

)
(11.39)

Èç (11.13) èùåòñÿ ïîòåíöèàë ñêîðîñòè vλ
(è ñàìà ñêîðîñòü). δρλ îïðåäëÿåòñÿ èç (11.34).

⇒ ζ(k) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò àäèàáàòè÷åñêóþ ìîäó
çà ãîðèçîíòîì.

Âìåñòî ζ ìîæíî èñïîëüçîâàòü (è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ)
âåëè÷èíó

R = −Φ +
a′

a
vtot; vtot ≡

∑
λ(ρλ + pλ)vλ∑
λ(ρλ + pλ)

(11.40)

Èç (11.12), (11.13) è

δρλ
ρλ + pλ

=
δρtot

ρtot + ptot
(àäèàáàòè÷íîñòü) (11.41)

ñëåäóåò F

ζ −R = − k2Φ

12πGa2(ρ + p)tot
→ 0 â ïðåäåëå k → 0

(11.42)
Çà ãîðèçîíòîì ζ è R � îäíî è òî æå.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ àäèàáàòè÷å-
ñêèõ ñêàëÿðíûõ ìîä ìîæíî âçÿòü
ζ(i)(k) èëè R(i)(k)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ÓÐ âåùåñòâà çà ãîðèçîíòîì

Íà ÐÄ-ñòàäèè, äëÿ ãëàâíûõ ÓÐ ìîä çà ãîðèçîíòîì
(10.114) (ïîñêîëüêó ÓÐ ìîäû äîìèíèðóþò)

δrad = −2Φ (11.43)

ptot = ρtot/3⇒

ζ = −Φ+
δρtot

3(ρtot + ptot)
= −Φ+

1

4
δ = −3

2
Φ⇒ (11.44)



Φ = −2

3
ζ = −2

3
R; δrad =

4

3
R (11.45)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ÍÐ âåùåñòâà

Íà ÐÄ ñòàäèè, íå ñëèøêîì çàäîëãî äî ÐÄ→ÌÄ ïåðå-
õîäà èìååòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêîå âåùåñòâî � B è CDM.
Äëÿ ÍÐ âåùåñòâà

ρM ∝ 1/a3 ⇒ ρ′M = −3ρM
a′

a
(11.46)

Äëÿ ÓÐ âåùåñòâà

ρrad ∝ 1/a4 ⇒ ρ′rad = −4ρrad
a′

a
(11.47)

Îòñþäà

δM =
δρM
ρM

=
ρ′Mε

ρM
= −3

a′

a
ε (11.48)

δrad =
δρrad
ρrad

=
ρ′radε

ρrad
= −4

a′

a
ε (11.49)

δM =
3

4
δrad = −3

2
Φ = R (11.50)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîé êîìïî-
íåíòû â îòäåëüíîñòè: B, CDM, γ. . .

Èòîã:

Φ(k) = −2

3
ζ(k) = −2

3
R(k) (11.51)

δrad(k) =
4

3
R(k) (11.52)

δM(k) = R(k) (11.53)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ìîä ïîñòîÿííîé êðè-
âèçíû

Äëÿ ìîä ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ζtot = Rtot ≡ 0 ïî
îïðåäåëåíèþ.

Äëÿ êàæäîé îòäåëüíîé êîìïîíåíòû λ:

ζλ = −Φ +
δρλ

3(ρλ + pλ)
= −Φ +

δλ
3(1 + wλ)

(11.54)

íå çàâèñèò îò âðåìåíè (ñì. (11.34)).

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ìîä ïîñòîÿííîé êðèâèçíû
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ζλ:

Sλ,λ′ = 3(ζλ − ζλ′) =
δλ

1 + wλ
− δλ′

1 + wλ′
(11.55)

Îáû÷íî λ′ = γ; Sλ ≡ Sλ,γ

Sλ = δλ −
3

4
δγ, λ = B, CDM (11.56)

Äëÿ ÓÐ ìàòåðèè (γ)

sγ = gγ
4π2

90
T 3 (11.57)

nγ = gγ
ζ(3)

π2
T 3 (11.58)

ργ = gγ
π2

30
T 4 (11.59)



δsγ
sγ

= 3
δT

T
(11.60)

δnγ
nγ

= 3
δT

T
(11.61)

δργ
ργ

= 4
δT

T
(11.62)

(11.63)

δsγ
sγ

=
δnγ
nγ

=
3

4
δγ (11.64)

Ðåàëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò:

δ(nλ/sγ)

nλ/sγ
=
δnλ
nλ
− δsγ

sγ
=
δnλ
nλ
− 3

4
δγ =

= \λ− ÍÐ\ =
δρλ
ρλ
− 3

4
δγ = δλ −

3

4
δγ = Sλ ⇒

(11.65)

Sλ =
δ(nλ/s)

nλ/s
− ¾Ýíòðîïèéíûå ìîäû¿ (11.66)

Ãàóññîâû ñëó÷àéíûå ïîëÿ

Ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà

F (q) =
1√

2πσ2
exp

[
−(q − q0)2

2σ2

]
(11.67)

q0 � ñðåäíåå, σ
2 � äèñïåðñèÿ.

q̃ = aq + b (11.68)

� ñíîâà Ãàóññ, q̃0 = aq + b, σ̃ = aσ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íóæåí àí-
ñàáëü ñîáûòèé (ñèñòåì).

Îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé
Ãàóññîâ íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

F (q1, . . . , qN) = N exp

[
−1

2
qmMmnqn + Lnqn

]
(11.69)

M � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàò-
ðèöà∫

F (q)dnq = 1; N = (detM)−1/2(2π)−N/2 (11.70)

〈qm〉 = (M−1)mnLn (11.71)



q1

q2

Åñëè ïðèâåñòè Mmn ê
ãëàâíûì îñÿì, òî ïîëó-
÷èòñÿ ïðîñòî ïðîèçâåäå-
íèå îäíîìåðíûõ Ãàóññî-
âûõ ôóíêöèé

Íàáîð ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí � òîæå íàáîð ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé Ln = 0⇒ 〈qm〉 = 0

Òåîðåìà Âèêà

Åñëè qn � ãàóññîâ íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî êîð-
ðåëÿòîðû íå÷åòíîãî ÷èñëà âåëè÷èí ðàâíû íóëþ, à
äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà âåëè÷èí

〈qpqrqsqt〉 = DprDst + DpsDrt + DptDrs; è ò.ä.
(11.72)

ãäå Dpr = 〈qpqr〉 è ò.ä. È îáðàòíî.

Ñìûñë óñðåäíåíèÿ � óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ

Ñëó÷àéíîå ïîëå

Êóáè÷åñêàÿ ðåøåòêà ñî ñòîðîíîé L, øàã a.
ϕi = ϕ(xi) � ãàóññîâ íàáîð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ⇒
ñëó÷àéíîå ïîëå íà ðåøåòêå.

• Ãàóññîâî ñëó÷àéíîå ïîëå: ïðåäåë a→ 0

Òåîðåìà Âèêà ãàóññîâûõ äëÿ ñëó÷àéíûõ ïîëåé

〈ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ(x4)〉 = D(x1,x2)D(x3,x4)+

+ D(x1,x3)D(x2,x4) + D(x1,x4)D(x2,x3) (11.73)

ãäå
D(xi,xj) = 〈ϕ(xi)ϕ(xj)〉 (11.74)

� äâóõòî÷å÷íûå êîððåëÿòîðû � îñíîâíîé îáúåêò èçó-
÷åíèÿ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé.

Îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå ñëó÷àéíîå ïîëå:

D(x1,x2) = D(|x1 − x2|) (11.75)

Ïåðåõîäèì ê Ôóðüå-îáðàçó

ϕ(x) =

∫
d3k eikxϕ(k); ϕ∗(−k) = ϕ(k) (11.76)

ϕ(k) =
1

(2π)3

∫
d3x e−ikxϕ(x) (11.77)

Áóäó÷è èíòåãðàëîì ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, Ôóðüå-îáðàç
ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñàì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïîëåì (â
ïðîñòðàíñòâå k).

〈ϕ(k)ϕ(k′)〉 =
1

(2π)6

∫
d3xd3y e−ikxe−ik

′yD(|x−y|) =

= \z = x− y⇒ y = x− z\ =

=
1

(2π)6

∫
d3xd3z e−i(k+k′)xeik

′zD(|z|) =

=
1

(2π)3
δ(k + k′)

∫
d3z eik

′zD(|z|) =
P (k)

(2π)3
δ(k + k′)

(11.78)



òàê êàê P (k) çàâèñèò îò |k|, ÷åòíà, äåéñòâèòåëüíà.

〈ϕ(k)ϕ(k′)〉 =
P (k)

(2π)3
δ(k + k′) (11.79)

P (k) =

∫
d3z eikzD(|z|) (11.80)

P (k) � íåîòðèöàòåëüíà:

ϕ[f ] =

∫
f (k)ϕ(k)d3k, f ∗(k) = f (−k) (11.81)

Î÷åâèäíî: 〈ϕ2[f ]〉 ≥ 0 (óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ φ!).

〈ϕ2[f ]〉 =

〈∫
f (k)ϕ(k)d3k ·

∫
f (k′)ϕ(k′)d3k′

〉
=

= \(11.79)\ =

∫
d3k|f (k)|2P (k)

(2π)3
≥ 0⇒ P (k) ≥ 0.

(11.82)

P (k) � ñïåêòð ìîùíîñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ.

P(k) =
k3P (k)

2π2
(11.83)

� òîæå íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ìîùíîñòè. Ñìûñë:

〈ϕ2(x)〉 =

∫
d3kd3k′ei(k+k′)〈ϕ(k)ϕ(k′)〉 =

= 4π

∫ ∞
0

dk k2 P (k)

(2π)3
=

∫ ∞
0

dk

k
P(k) =

∫ ∞
0

d(ln k)P(k)

(11.84)

Âàæíî: Ñîãëàñíî (11.79) P (k) îïðåäåëÿåòñÿ óñðåä-
íåíèåì ïî àíñàìáëþ, íî ñîãëàñíî (11.80) P (k)
ìîæåò áûòü ïðèáëèçèòåëüíî îöåíåíî óñðåäíåíè-
åì ïî ðåàëèçàöèè, åñëè ãàóññîâî ñëó÷àéíîå ïîëå
îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå ⇒
áàéåñîâñêàÿ âåðîÿòíîñòü.



Ïåðâè÷íûå àäèàáàòè÷åñêèå ñêàëÿðíûå ìîäû
è íàáëþäåíèÿ

• Íàáëþäåíèÿ ãîâîðÿò î òîì, ÷òî â íà÷àëüíûõ âîçìó-
ùåíèÿõ äîìèíèðóþò àäèàáàòè÷åñêèå ñêàëÿðíûå ìî-
äû.
• Òåíçîðíûå ìîäû è ñêàëÿðíûå ìîäû ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû íå îáíàðóæåíû, åñòü òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ
ñâåðõó.

Àäèàáàòè÷åñêèå ñêàëÿðíûå ìîäû ñàìûå ñóùåñòâåí-
íûå � ñòàíäàðòíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü (ÑÊÌ)
âêëþ÷àåò ïîêà òîëüêî èõ.

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ
àäèàáàòè÷åñêîé ñêàëÿðíîé ìîäû � êîíñòàíòíûå ìî-
äû çà ãîðèçîíòîì �
õàðàêòåðèçóþòñÿ ôóíêöèåé R(k) (ζ(k)), ÷åðåç êîòî-
ðóþ âû÷èñëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûå ôëóêòóàöèè ïëîò-
íîñòè è âîçìóùåíèÿ ãðàâèòàöèîíîãî ïîòåíöèàëà,
(11.51)�(11.53).

R(k) � â ÑÊÌ îäíîðîäíîå è èçîòðîïíîå ñëó÷àéíîå
ãàóññîâî ïîëå.

Îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ äâóõòî÷å÷íûì êîððåëÿòî-
ðîì:

〈R(k)R(k′)〉 =
PR(k)

(2π)3
δ(k + k′) (11.85)

Çàäà÷à íàáëþäåíèé � íàéòè îäíó ñêàëÿðíóþ ôóíê-
öèþ PR(k) � ñïåêòð ìîùíîñòè êîíñòàíòíîé ìîäû
àäèàáàòè÷åñêèõ ñêàëÿðíûõ âîçìóùåíèé.

Ñìûñë óñðåäíåíèÿ 〈R(k)R(k′)〉 �
óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ âñåëåííûõ.

Îöåíêà PR(k) ÷åðåç äâóõòî÷å÷íûé êîððåëÿòîð:

PR(k) =

∫
d3x eikxD(|x|) (11.86)

Òàê êàê ìû èìååì äåëî òîëüêî ñ êîíå÷íûì ôðàã-
ìåíòîì Âñåëåííîé âíóòðè ãîðèçîíòà, òî îöåíêà äàåò
ëèøü êîíå÷íóþ òî÷íîñòü, â ïðåäïîëîæåíèè îäíîðîä-
íîñòè è èçîòðîïèè.

Îñòàòî÷íàÿ íåîïðåäåëåííîñòü �
êîñìè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, cosmic variance

Åñëè íåêîòîðàÿ òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàåò îïðåäåëåííóþ
PR(k), òî ïðåäñêàçàíèå ýòî íåâîçìîæíî áóäåò ïðîâå-
ðèòü ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
Òî÷íîñòü èçìåðåíèé çäåñü íè ïðè ÷åì. Ñì. êàðòèíêó.

Âìåñòî PR(k) îáû÷íî èñïîëüçóþò

PR(k) =
k3

2π2
PR(k)⇒ (11.87)

〈R2(x)〉 =

∫ ∞
0

dk

k
PR(k) =

∫ ∞
0

d(ln k)PR(k) (11.88)

Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå: ∆2
R(k) = PR(k)

Ïðîñòåéøåå ïðåäïîëîæåíèå - ïëîñêèé ñïåêòð:

PR(k) = const (11.89)

� ñïåêòð Ãàððèñîíà-Çåëüäîâè÷à.

Êàê ðåàëüíûé ñïåêòð ìîùíîñòè îòëè÷àåòñÿ îò ñïåê-
òðà Ãàððèñîíà-Çåëüäîâè÷à?



Íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íà÷àëüíûé ñïåêòð
ôëóêòóàöèé áëèçîê ê ïëîñêîìó.

Ñòåïåííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ (s � scalar):

PR(k) = As

(
k

k∗

)ns−1

(11.90)

k∗
a0

=
1

500Ìïê
= 0.002Ìïê−1 (11.91)

Ñîâðåìåííûå çíà÷åíèÿ:

ns = 0.9667± 0.0040 (11.92)

AR = 2.441+0.088
−0.092 × 10−9 (11.93)

Îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà âîçìóùåíèé

∆R =
√
AR ≈ 4.5 · 10−5 (11.94)

ошибки – не экспериментальные!
cosmic variance

6 ïàðàìåòðîâ ÑÊÌ

Ôèçè÷åñêàÿ
ïëîòíîñòü
áàðèîíîâ

ΩBh
2 0.02230± 0.00014

Ôèçè÷åñêàÿ
ïëîòíîñòü
òåìíîé
ìàòåðèè

ΩCDMh
2 0.1188± 0.00010

Âîçðàñò t0 (13.799± 0.021) · 109 ëåò
Ñêàëÿðíûé
ñïåêòðàëüíûé
èíäåêñ

ns 0.9667± 0.0040

Àìïëèòóäà
ôëóêòóàöèé
êðèâèçíû

AR,∆
2
R 2.441+0.088

−0.092 × 10−9

Îïòè÷åñêàÿ
òîëùèíà
ðåîèíèçàöèè

τ 0.066± 0.012

Ïðèâåäåííàÿ
ïîñòîÿííàÿ
Õàááëà∗

h 0.6774± 0.0046

∗Ïîñòîÿííàÿ Õàááëà íå âõîäèò â ÷èñëî 6 ïàðàìåòðîâ!



Ïåðâè÷íûå ìîäû ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è íà-
áëþäåíèÿ

Àíàëîãè÷íî àäèàáàòè÷åñêèì ìîäàì:
PSCDM (k) è PSB(k)

Äîïîëíèòåëüíî, ìîãóò áûòü êîððåëÿöèè ñ àäèàáàòè-
÷åñêîé ìîäîé, êîòîðûå çàäàþòñÿ ïàðàìåòðîì

β =
PRS√
PRPS

, 〈R(x)S(x)〉 =

∫ ∞
0

dk

k
PRS(k) (11.95)

Îöåíêè äëÿ PSCDM (k) è PSB(k) çàâèñÿò îò ïðåäïîëî-
æåíèé î β:

PSCDM (k)

PR
< 0.07, β = 0 (11.96)

PSCDM (k)

PR
< 0.004, β = 1 (11.97)

Ìîäû ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ìàëû.

Â ÑÊÌ PSCDM (k) = PSB(k) = 0.

Ïåðâè÷íûå òåíçîðíûå ìîäû è íàáëþäåíèÿ

Òåíçîðíûå ìîäû äî ñèõ ïîð (íîÿáðü 2019) íå îáíàðó-
æåíû, ïîýòîìó ìîæíî òîëüêî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíè
îáðàçóþò ãàóññîâû ñëó÷àéíûå ïîëÿ, ïðè÷åì îäèíà-
êîâûå, íî íåçàâèñèìûå äëÿ ðàçíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ-
ðèçàöèè:

〈h(A)
(i) (k)h

(B)
(i) (k′)〉 =

1

2
δAB

PT (k)

(2π)3
δ(k + k′) (11.98)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñïåêòð, áëèçêèé ê ïëîñêîìó:

PT = AT

(
k

k∗

)nT−1

, nT ≈ 1 (11.99)

∑
A

〈[h(A)
i (x)]2〉 =

∫ ∞
0

dk

k
PT (k) (11.100)

Îòíîøåíèå òåíçîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ìîä
(PLANCK-2015)

r =
AT

AR
< 0.067, 95% (11.101)

Î÷åíü âàæíàÿ âåëè÷èíà, òàê êàê ïîçâîëÿåò ðàçëè-
÷àòü ðàçíûå ìîäåëè èíôëÿöèè.

Â ÑÊÌ r = 0.



Ëåêöèÿ 12

Äèíàìèêà CDM è áàðèîí-ôîòîííîé ñðåäû äî ðåêîìáèíàöèè.
Àíèçîòðîïèÿ ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ.
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Äèíàìèêà CDM è áàðèîí-ôîòîííîé ñðåäû äî
ðåêîìáèíàöèè.

Âàæíà â äâóõ îòíîøåíèÿõ:
• Îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó àíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî
ìèêðîâîëíîâîãî ôîíà
• Ôîðìèðóåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî
ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóð � ãàëàêòèê è ò.ä.

Âïëîòü äî ðåêîìáèíàöèè áàðèîí-ôîòîííàÿ êîìïî-
íåíòà ñðåäû Bγ îñòàåòñÿ ðåëÿòèâèñòñòêîé, â òîì
ñìûñëå, ÷òî

ρB
ργ

(ηr) ∼= 0.85 (12.1)

ρB
ργ

(ηeq) ∼= 0.30 (12.2)

Bγ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê åäèíàÿ ñðåäà.

РД МД

eq r

Äëèííîâîëíîâûå àäèàáàòè÷åñêèå ìîäû CDM

• Âõîäÿò ïîä ãîðèçîíò ìåæäó ηeq è ηr (èëè ïîçæå)
• Ñîâðåìåííàÿ äëèíà âîëí áîëüøå 2πa0ηeq = 750Ìïê
(ñì. (8.120)).
• Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ CDM äîìèíèðóåò, ðàáîòàåò îä-
íîêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü, îñöèëëÿöèé â êîìïîíåíòå
CDM íåò,
• âîçìóùåíèÿ CDM ðàñòóò êàê ìàñøòàáíûé ôàêòîð,
íî íèêîãäà íå âõîäÿò â íåëèíåéíûé ðåæèì (δ < 0.03,

ñì. (10.158))

Àäèàáàòè÷åñêèå ìîäû, âõîäÿùèå ïîä ãîðèçîíò
íà ÐÄ-ñòàäèè

Óæå èçâåñòíî: Ðåëÿòèâèñòñêàÿ êîìïîíåíòà íà ÐÄ-
ñòàäèè îñöèëëèðóåò ñ ôèêñèðîâàíîé ôàçîé (10.120)

Φ(η) = −3Φ(i)
1

(uskη)2

[
cos(uskη)− sin(uskη)

uskη

]
(12.3)

Φ(i) = −2

3
ζ = −2

3
R (12.4)

Îñöèëëÿöèè Bγ ïðîäîëæàþòñÿ äî ðåêîìáèíàöèè.

• Ñóùåñòâåííî íîâîå ÿâëåíèå: Ïîòåíöèàë ãëàâíîé
ÓÐ îöñèëëèðóþùåé êîìïîíåíòû Φ(η) èíäóöèðóåò
âîçìóùåíèÿ òåìíîé ìàòåðèè, êîòîðûå óæå íà ÐÄ-
ñòàäèè ëîãàðèôìè÷åñêè ðàñòóò âî âðåìåíè.

• Ðåëÿòèâèñòñêàÿ Bγ-ìàòåðèÿ îñöèëëèðóåò äî ñà-
ìîé ðåêîìáèíàöèè, è îñòàòî÷íûõ âîçìóùåíèé

√
R ∼

5 · 10−5 íå õâàòèëî áû äëÿ ïåðåõîäà â íåëèíåéíûé
ðåæèì è ôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóð.

• Ïîñëå ðåêîìáèíàöèè áàðèîííàÿ ìàòåðèÿ ñâàëèâà-
åòñÿ â ïîòåíöèàëüíûå ÿìû, ñôîðìèðîâàííûå CDM
åùå äî ðåêîìáèíàöèè, è òîëüêî áëàãîäàðÿ ýòîìó âîç-
íèêàþò ñòðóêòóðû.

• Èçó÷àåì âîçìóùåíèÿ CDM, èíäóöèðîâàííûå ïî-
òåíöèàëîì (10.120) (èëè (12.3))



Âîçìóùåíèÿ òåìíîé ìàòåðèè íà ÐÄ-ñòàäèè

Ïîòåíöèàëû ñ÷èòàåì çàäàííûìè óðàâíåíèÿìè
(10.120) (èëè (12.3)).

Ïîêîìïîíåíòíûå óðàâíåíèÿ êîâàðèàíòíîãî ñîõðàíå-
íèÿ ÝÈ (11.20), (11.21):

δ′λ+3
a′

a
(u2

s,λ−wλ)δλ−(1+wλ)k2vλ = 3(1+wλ)Φ′ (12.5)

[(1+wλ)vλ]′+
a′

a
(1−3wλ)(1+wλ)vλ+u2

s,λδλ = −(1+wλ)Φ

(12.6)
λ = CDM ⇒ wλ = u2

s,λ = 0⇒

δ′CDM − k2vCDM = 3Φ′ (12.7)

v′CDM +
1

η
vCDM = −Φ (12.8)

Èç (12.8), ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ:

vCDM(η) = −1

η

∫ η

η0

ηΦ(η) dη (12.9)

η0 � íåîïðåäåëííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ðåøåíèå ðàñõîäèòñÿ â íóëå ïðè âñåõ η0 6= 0⇒ η0 = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî êîíå÷íîå ðåøåíèå åñòü

vCDM(η) = −1

η

∫ η

0

ηΦ(η) dη (12.10)

Èç (12.7) ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ:

δCDM(η) = 3Φ(η) + C − k2

∫ η

0

dη′

η′

∫ η′

0

η′′Φ(η′′)dη′′

(12.11)

η = 0⇒ C = −3Φ(i) + δCDM(i) ⇒ (12.12)

δCDM(η) =

= δCDM(i) +3[Φ(η)−Φ(i)]−k2

∫ η

0

dη′

η′

∫ η′

0

η′′Φ(η′′)dη′′

(12.13)

''

'





∫ η

0

dη′
∫ η′

0

dη′′
η′′

η′
Φ(η′′) =

∫ η

0

dη′′
∫ η

η′′
dη′

η′′

η′
Φ(η′′) =∫ η

0

dη′′ η′′Φ(η′′)

∫ η

η′′

dη′

η′
=

∫ η

0

dη′′ η′′Φ(η′′) ln

(
η

η′′

)
⇒

(12.14)



δCDM(η) =

= δCDM(i)+3[Φ(η)−Φ(i)]−k2

∫ η

0

dη′′ η′′Φ(η′′) ln

(
η

η′′

)
(12.15)

Èíòåãðàë ñõîäèòñÿ è ñ÷èòàåòñÿ, äëÿ ìîä ãëóáîêî ïîä
àêóñòè÷åñêèì ãîðèçîíòîì (uskη � 1) ïîëó÷àåòñÿ F:

δCDM(η) = δCDM(i) − 9Φ(i)

[
ln(uskη) + C− 2

3

]
(12.16)

C = 0.577 . . . � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.

Èç (11.51),(11.53) ñëåäóåò δCDM(i) = −3
2Φ(i)⇒

δCDM(η) = −9Φ(i)

[
ln

(
kη√

3

)
+ C− 1

2

]
(12.17)

Åñòü ëîãàðèôìè÷åñêèé ðîñò âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè
CDM , ñêîðîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäà-
ìè ïîòåíöèàëîâ 9Φ(i)

Âàæíû ïîòåíöèàëû CDM, â êîòîðûå ïîòîì ñâàëè-
âàòñÿ îáû÷íîå âåùåñòâî:
Èç (11.12) (00 êîìïîíåíòà Ëèí.Óð.Ý.)

k2Φ + 3
a′

a
Φ′ + 3

a′2

a2
Φ = −4πGa2δρCDM (12.18)

Â ïðåäåëå uskη � 1 îñòàåòñÿ òîëüêî ÷ëåí k2Φ⇒

ΦCDM(η) = −4πG
a2(η)

k2
ρCDM(η)δCDM (12.19)

� ïàäàåò íåìíîãî ìåäëåííåå, ÷åì 1/a(η).

Íà ÐÄ-ñòàäèè ΦCDM(η) ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåëÿòè-
âèñòñêèì Φ(η) èç-çà ìàëîñòè ρCDM ïî ñðàâíåíèþ ñ
ρtot.
Íî âêëàä CDM ñòàíîâèòñÿ ãëàâíûì ïðè ïåðåõîäå íà
ÌÄ-ñòàäèþ.

Óæå íà ÐÄ-ñòàäèè åñòü ëîãàðèôìè÷åñêèé ðîñò âîç-
ìóùåíèÿ ïëîòíîñòè CDM

δCDM(η) = −9Φ(i)

[
ln

(
kη√

3

)
+ C− 1

2

]
(12.20)

Ïîòåíöèàë CDM ïàäàåò íåìíîãî ìåäëåííåå, ÷åì
1/a(η):

ΦCDM(η) = −4πG
a2(η)

k2
ρCDM(η)δCDM (12.21)

Âîçìóùåíèÿ òåìíîé ìàòåðèè íà ÌÄ-ñòàäèè

РД МД

eq r

Òàê êàê CDM ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùåé êîìïîíåíòîé
íà ÌÄ-ñòàäèè ïîñëå ηeq, òî çàðàíåå ÿñíî, ÷òî íóæíî
îæèäàòü ðîñòà δCDM ïðîïîðöèîíàëüíî a(η) íà ôîíå
ïîñòîÿííûõ ïîòåíöèàëîâ ΦCDM(η), êàê ýòî ïðåäñêà-
çûâàåò óïðîùåííàÿ îäíîêîìïîíåíòíàÿ ìîäåëü àäèà-
áàòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé, ñì. (10.136) è (10.153).



Íàèâíàÿ îöåíêà:

δCDM(η) = δCDM(ηeq)
a(η)

aeq
=

= −9Φ(i)
a(η)

aeq

[
ln

(
kηeq√

3

)
+ C− 1

2

]
≈

≈ −9Φ(i)
a(η)

aeq
ln (0.6kηeq) (12.22)

Áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà [Ãîðáóíîâ, Ðóáàêîâ, Ò.2, 6.2.1]:

δCDM(η) ≈ −27

2

a(η)

aeq
Φ(i) ln(0.2kηeq) (12.23)

Ðåøåíèÿ íå ñîâñåì ñøèâàþòñÿ � åñòü ïåðåõîäíàÿ îá-
ëàñòü â ðàéîíå ηeq (¾ñòóïåíüêà¿, ôàêòîð 3/2).

Èç (12.21):

ΦCDM(η) =
27

2
Φ(i)4πGρCDM

a2

k2

a

aeq
ln(0.2kηeq) =

=

∖
ρCDM =

(a0

a

)3

ρ0
CDM =

(a0

a

)3

ΩCDM
3

8πG
H2

0

∖
=

=
81

4
Φ(i)

a2
0

k2
ΩCDMH

2
0(1 + zeq) ln(0.2kηeq) (12.24)

� íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Âîçìóùåíèÿ áàðèîí-ôîòîííîé êîìïîíåíòû Bγ
íà ÌÄ-ñòàäèè äî ðåêîìáèíàöèè

РД МД

eq r

• Ïðîäîëæàþòñÿ îñöèëëÿöèè, íî íà ôîíå ðàñòóùåãî
âîçìóùåíèÿ CDM-êîìïîíåíòû.

• Åäèíñòâî Bγ (ïðèáëèæåíèå òåñíîé ñâÿçè):

vγ ≈ vB ≡ vBγ (12.25)

• Äëÿ àäèàáàòè÷åñêîé ìîäû:

δB = 3
δT

T
, δγ = 4

δT

T
⇒ δB =

3

4
δγ (12.26)

• Èç-çà òîãî, ÷òî áàðèîíû íåðåëÿòèâèñòñòêèå, ïåðå-
íîñà ýíåðãèè îò ôîòîíîâ ê áàðèîíàì íåò, ïîýòîìó êî-
âàðèàíòíîå ñîõðàíåíèå äëÿ áàðèîíîâ è ôîòîíîâ âû-
ïîëíÿåòñÿ îòäåëüíî.

• Bγ � ñóáäîìèíàíòíàÿ êîìïîíåíòà (CDM - äîìè-
íàíòíàÿ).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîòåíöèàëà (12.24) (èëè êàêîãî-òî
ïîõîæåãî, áîëåå òî÷íîãî), óðàâíåíèé êîâàðèàíòíîãî
ñîõðàíåíèÿ è Ýéíøòåéíà äëÿ âîçìóùåíèé, èùåòñÿ
δγ.

Ìîæíî ñ÷èòàòü ÷èñëåííî, ìîæíî ïðèáëèæåííî àíà-
ëèòè÷åñêè (ìåòîä òèïà ÂÊÁ).



Ðåçóëüòàò (ÂÊÁ): [Ãîðáóíîâ, Ðóáàêîâ, Ò.2, 6.2.2]

RB ≡
3ρB(η)

4ργ(η)
∝ a(η) ∝ η2 (12.27)

RB(ηeq) ≈ 0.2; RB(ηr) ≈ 0.6 (12.28)

u2
s(η) =

δp

δρ
=

δργ/3

δργ + δρB
=

1

3[1 + RB(η)]
(12.29)

us 6= 1/
√

3, íî ìåíÿåòñÿ íå î÷åíü ñèëüíî.

δγ(η) = Φi×

×
[
−324 · (1 + RB) I(ΩM)2 ΩCDM

ΩM
(1 + zeq)

ln(0.2kηeq)

(kη0)2
+

+
6

(1 + RB)1/4
cos

(
k

∫ η

0

us(η
′)dη′

)]
(12.30)

ãäå (ñì. (8.109))

I(ΩM) =
1

2

∞∫
0

dz√
(1 + z)3 +

ΩΛ

ΩM
+

Ωrad

ΩM
(1 + z)4

≈ 0.89

(12.31)

Îñöèëëÿöèè Bγ-ìàòåðèè äî ìîìåíòà ðåêîìáèíàöèè
âëèÿþò íà
• àíèçîòðîïèþ ìèêðîâîëíîâîãî ôîíà
• ðàñïðåäåëåíèå áàðèîííîé ìàòåðèè � áàðèîííûå îñ-
öèëëÿöèè

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèè
(ãàëàêòèêè)





Àíèçîòðîïèÿ òåìïåðàòóðû ðåëèêòîâîãî èçëó-
÷åíèÿ

Ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà ðåëèêòîâîãî ìèêðîâîëíîâîãî
ôîíà (CMB, Cosmic Microvawe Background)
T0 = 2.725± 0.001K

Åñòü äâà òèïà àíèçîòðîïèè:

• Äèïîëü δT/T ∼ 10−3 � ýôôåêò Äîïïëåðà ñîîòâåò-
ñòâóþùèé äâèæåíèþ ñî ñêîðîñòüþ v = 369±2 êì/ñåê
îòíîñèòåëüíî ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû â íàïðàâëå-
íèè ñîçâåçäèÿ Ãèäðû. ×àñòü àìïëèòóäû ìîæåò èìåòü
êîñìîëîãè÷åñêîå ïðîèñõîæäåíèå, íî ìíîãî ìåíüøå
íàáëþäàåìîãî çíà÷åíèÿ.

• Áîëåå âûñîêèå ìóëüòèïîëè êîñìîëîãè÷åñêîãî ïðî-
èñõîæäåíèÿ δT/T ∼ 5 × 10−5 � îñíîâà êîëè÷åñòâåí-
íîé êîñìîëîãèè (íî íå åäèíñòâåííàÿ, ÷òî âàæíî).

Äèïîëüíàÿ êîìïîíåíòà l = 1 âû÷èòàåòñÿ.

Àíèçîòðîïèÿ òåìïåðàòóðû:

δT0(n) = T (n)− T0 (12.32)

δT0(n)

T0
=

∞∑
l=2

l∑
m=−l

almYlm(n) (12.33)

Ylm(θ, ϕ) =

(−1)
m+|m|

2

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!)
(l + |m|)!

sin|m|
d|m|Pl(cos θ)

(d cos θ)|m|
eimϕ

(12.34)

a∗l,m = (−1)mal,−m (âåùåñòâåííîñòü) (12.35)

alm =

∫
dn

δT0(n)

T0
Y ∗lm(n) (12.36)

Ylm � íåîäíîðîäíîñòè ìàñøòàáà π/l

• Êîýôôèöèåíòû alm ëèíåéíî îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç
íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ R è äð. ⇒
• Åñëè íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ � ãàóññîâû ñëó÷àéíûå
ïîëÿ, òî è alm � íàáîð ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

• Åñëè Âñåëåííàÿ ñîâåðøåííî èçîòðîïíà è ôëóêòóà-
öèè ñëó÷àéíû, òî alm íå äîëæíû êîððåëèðîâàòü ïðè
ðàçëè÷íûõ l,m

• Ðàññìàòðèâàåì àíñàìáëü âñåëåííûõ, òàêèõ êàê íà-
øà (!)

• Òîãäà, óñðåäíÿÿ ïî àíñàìáëþ

〈alma∗l′m′〉 = Cl · δll′δmm′ (12.37)

• Èìåÿ îäíó âñåëåííóþ èçìåðèòü Cl íåâîçìîæíî.

• Íî äëÿ áîëüøèõ l åñòü ìíîãî ãàðìîíèê
m = −l, . . . ,+l,
ïîýòîìó ìîæíî íàéòè ñðåäíåå Cl ïî íàáîðó,
è ìîæíî äàæå ïðîâåðèòü ãàóññîâ õàðàêòåð ôëóêòóà-
öèé.

〈Cl〉 =
1

2l + 1

+l∑
m=−l

|alm|2 (12.38)

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àíñàìáëü âñåëåííûõ íàì íåäî-
ñòóïåí, êàóþ-òî îöåíêó Cl ïîëó÷èòü ìîæíî.



Êîýôôèöèåíòû alm çàâèñÿò îò îðèåíòàöèè ñèñòåìû
êîîðäèíàò, â êîòîðîé îíè âû÷èñëÿþòñÿ.
• Êîððåêòíû ëè îïðåäåëåíèÿ (12.37) è (12.38)?
Âåëè÷èíû Cl � íå çàâèñÿò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò:

Θ0(n) ≡ δT0(n)

T0
(12.39)

+l∑
m=−l

|alm|2 =

=

+l∑
m=−l

∫
dn1Θ0(n1)Ylm(n1)

∫
dn2Θ0(n2)Y ∗lm(n2) =

=

∫
dn1dn2Θ0(n1)Θ0(n2)

+l∑
m=−l

Ylm(n1)Y ∗lm(n2) =

=

∖
+l∑

m=−l

Ylm(n1)Y ∗lm(n2) =
2l + 1

4π
Pl(n1n2)

∖
=

=
2l + 1

4π

∫
dn1dn2Θ0(n1)Θ0(n2)Pl(n1n2) (12.40)

Cl =
1

4π

∫
dn1dn2Θ0(n1)Θ0(n2)Pl(n1n2) (12.41)

Òî÷íîãî çíà÷åíèÿ Cl, êàêîå äàëî áû óñðåäíåíèå ïî
àíñàìáëþ, íå ïîëó÷èì!

Êàêîâà îøèáêà (ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå) δCl =?

σ2Cl =
1

(2l + 1)2
σ2

(
+l∑

m=−l

|alm|2
)

=

=
1

(2l + 1)2
σ2(χ2

2l+1)〈|alm|〉2 =

=
1

(2l + 1)2
2(2l + 1)C2

l =
2C2

l

2l + 1
⇒ (12.42)

δCl ≡
√
σ2Cl =

Cl√
l + 1

2

(12.43)

δCl � êîñìè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü,
cosmic variance.
• Ïðåäñêàçàíèÿ âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ Cl íå ìî-
ãóò áûòü ïðîâåðåíû ñ òî÷íîñòüþ, âûøå δCL ⇒
• Êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû íå ìîãóò áûòü îïðå-
äåëåíû ñî ñêîëü óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ



Âûðàçèì 〈δT 2〉 ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Cl.

Äâóõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (óñðåäíå-
íèå ïî àíñàìáëþ âñåëåííûõ):

〈δT0(n1)δT0(n2)〉 = 〈δT0(n1)δT
∗
0 (n2)〉 =

= T 2
0

〈 ∞∑
l1=2

+l1∑
m1=−l1

al1m1
Yl1m1

(n1)
∞∑
l2=2

+l2∑
m2=−l2

a∗l2m2
Y ∗l2m2

(n2)

〉
=

= T 2
0

∞∑
l1=2

+l1∑
m1=−l1

∞∑
l2=2

+l2∑
m2=−l2

〈al1m1
a∗l2m2
〉Yl1m1

(n1)Y
∗
l2m2

(n2) =

=
∖
〈al1m1

a∗l2m2
〉 = Cl1δl1l2δm1m2

∖
=

= T 2
0

∞∑
l=2

+l∑
m=−l

ClYlm(n1)Y
∗
lm(n2) =

=

∖
+l∑

m=−l

Ylm(n1)Y
∗
lm(n2) =

2l + 1

4π
Pl(n1n2)

∖
=

= T 2
0

∞∑
l=2

Cl
2l + 1

4π
Pl(n1n2) (12.44)

〈δT 2
0 (n)〉 = \Pl(1) = 1\ =

= T 2
0

∑
l

2l + 1

4π
Cl ≈ \áîëüøèå l\ ≈

≈ T 2
0

∫ ∞
0

l + 1/2

2π
Cl l

1

l
dl ∼=

∫ ∞
0

T 2
0

l(l + 1)

2π
Cl d(ln l)

(12.45)

Dl ≡ T 2
0

l(l + 1)

2π
Cl (12.46)

DTTl ≡ Dl



Ñòðóêòóðà óãëîâîãî ñïåêòðà àíèçîòðîïèè òåì-
ïåðàòóðû CMB � êà÷åñòâåííî

• Àäèàáàòè÷åñêèå ìîäû, âîøåäøèå ïîä ãîðèçîíò ïî-
ñëå ðåêîìáèíàöèè íèêîãäà íå îñöèëëèðîâàëè è íà ìî-
ìåíò ðåêîìáèíàöèè ïðåáûâàëè â êîíñòàíòíîé ìîäå
⇒
Íà ìàñøòàáàõ áîëüøå ãîðèçîíòà ñîáûòèé íà ìîìåíò
ðåêîìáèíàöèè îæèäàåòñÿ ñïåêòð ôëóêòóàöèé, áëèç-
êèé ïëîñêîìó ñïåêòðó Ãàððèñîíà-Çåëüäîâè÷à.

• Ìîäû, âîøåäøèå ïîä ãîðèçîíò äî ðåêîìáèíàöèè,
îñöèëëèðîâàëè ñ ôèêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé ôàçîé,
ïðè÷åì ÷àñòîòà ïðîïîðöèîíàëüíà k
⇒
ê ïîâåðõíîñòè ïîñëåäíåãî ðàññåÿíèÿ ïðèäóò ñ ðàçíû-
ìè ôàçàìè è áóäåò êàðòèíà îñöèëëÿöèé â çàâèñèìî-
ñòè îò l

• Ãðàíèöà ìåæäó ðåæèìàìè:
Âèäèìûé ðàçìåð ãîðèçîíòà ðåêîìáèíàöèè 1.1o

(ñòàíäàðòíàÿ ëèíåéêà)
⇒
l ≈ 160 ± íåêîòîðàÿ ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü.

• Ïðè áîëüøèõ k èìååò ìåñòî çàòóõàíèå îöèëëÿöèé
⇒
Äîëæíû áûòü ìåõàíèçìû çàòóõàíèÿ, è îíè åñòü (ñì.
äàëåå).



Ìåõàíèçìû ãåíåðàöèè àíèçîòðîïèè òåìïåðà-
òóðû CMB

Ïîâåðõíîñòü ïîñëåäíåãî ðàññåÿíèÿ èìååò êîíå÷íóþ
òîëùèíó (ïðîäîëæèòåëüíîñòü), íî ñ÷èòàåì åå ðàâíîé
íóëþ �
ïðèáëèæåíèå ìãíîâåííîãî îòùåïëåíèÿ ôîòîíîâ.

• Âîïðîñ: Êàê âëèÿþò âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè íà ÷à-
ñòîòó ôîòîíîâ ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè îò ìåñòà èçëó-
÷åíèÿ äî ìåñòà ïðèåìà?

• Ðåøèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ôîòîíîâ è ïðî-
ñëåäèì çà 0-êîìïîíåíòîé èìïóëüñà, êîòîðàÿ ñâÿçàíà
ñ ÷àñòîòîé.

Ïëîñêàÿ ìåòðèêà ñ âîçìóùåíèÿìè

ds2 = a2γµνdx
µdxν (12.47)

Ïî ïðè÷èíå êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè ÝÌ ïîëÿ
(ñì. (4.23) è äàëåå) ãåîäåçè÷åñêèå ôîòîíîâ ìîæíî
âû÷èñëÿòü â êîíôîðìíîïëîñêîé ìåòðèêå ñ âîçìóùå-
íèÿìè γµν.

Óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé â êîíôîðìíîé ìåòðèêå γµν:

d2xµ

dλ2
+ γµνρ

dxν

dλ

dxρ

dλ
= 0 (12.48)

λ � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, γµνρ � ñâÿçíîñòè â êîí-
ôîðìíîé ìåòðèêå.
Êàñàòåëüíûé âåêòîð (¾èìïóëüñ¿)

P µ =
dxµ

dλ
⇒ (12.49)

dP µ

dλ
+ γµνρP

νP ρ = 0 (12.50)

Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ P µ êàê ôóíêöèé êîíôîðì-
íîãî âðåìåíè (èçáàâèìñÿ îò λ).

dP µ

dλ
=
dη

dλ

dP µ

dη
=
dx0

dλ

dP µ

dη
= P 0 dP

µ

dη
⇒ (12.51)

P 0dP
µ

dη
+ γµνρP

νP ρ = 0⇒ (12.52)

dP µ

dη
+ γµνρ

P ν

P 0

P ρ

P 0
P 0 = 0⇒ (12.53)

0-êîìïîíåíòà:

dP 0

dη
+ γ0

νρ

P ν

P 0

P ρ

P 0
P 0 = 0 (12.54)

1. Ñêàëÿðíûå âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè, Íüþòîíîâà êà-
ëèáðîâêà

(10.9), (10.16):

h00 = 2Φ, hij = −2Φδij (12.55)

Ýëåìåíòàðíî ñ÷èòàþòñÿ F:

γ0
00 =

1

2
h′00, γ

0
0i =

1

2
∂ih00, γ

0
ij = −1

2
h′ij ⇒ (12.56)

γ0
00 = Φ′, γ0

0i = ∂iΦ, γ
0
ij = −Φ′δij (12.57)

Èç (12.54) F

dP 0

dη
+ 2P 0P

i

P 0
∂iΦ = 0 (12.58)



P i/P 0 = ni � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ (ïî÷åìó? F) ⇒

dP 0

dη
= −2P0n∇Φ = 2Φ′P 0− 2(Φ′ + n∇Φ)P 0 (12.59)

(Φ′ + n∇Φ) =
dΦ(η,x)

dη
(12.60)

dP 0

dη
= 2

(
Φ′ − dΦ

dη

)
· P 0 (12.61)

Îáùåå ðåøåíèå:

lnP 0(η) =

∫ η

η0

2

(
Φ′ − dΦ

dη

)
dη (12.62)

η0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (íå íóæíà).

Êàê èçìåíèòñÿ îò η′ äî η′′:

ln

(
P 0(η′′)

P 0(η′)

)
=

∫ η′′

η′
2

(
Φ′ − dΦ

dη

)
dη (12.63)

ln

(
P 0(η′′)

P 0(η′)

)
∼=
P 0(η′′)

P 0(η′)
− 1 =

P 0(η′′)− P 0(η′)

P 0(η′)
⇒

(12.64)

P 0(η′′)− P 0(η′)

P 0(η′)
= 2

∫ η′′

η′
Φ′dη − 2[Φ(η′′)− Φ(η′)]

(12.65)
Êàê èçìåíÿåòñÿ P 0 íàøëè.

Ñâÿçü ÷àñòîòû ñ P 0

Ôîòîí èñïóùåí ýëåìåíòîì ñðåäû ñ (êîíôîðìíîé)
ñêîðîñòüþ Uµ, êîíôîðìíîé ÷àñòîòîé Ω â ñèñòåìå ïî-
êîÿ ñðåäû.

Ðàáîòàåì â êîíôîðìíî-Íüþòîíîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò, γµν 6= ηµν

Äëÿ ñêàëÿðíûõ âîçìóùåíèé â ëèíåéíîì ïîðÿäêå

U 0 = 1− Φ, U i = vi (12.66)

U0 = 1 + Φ, Ui = −vi (12.67)

[ñð. (9.57), (9.58) äëÿ âîçìóùåíèÿ ñêîðîñòåé.]

Ìîæíî ëîêàëüíî âûáðàòü êîîðäèíàòû òàê, ÷òî áóäåò
γ̃µν = ηµν, à â êà÷åñòâå λ âçÿòü âðåìÿ â ýòîé ñ.ê.

Òîãäà:

Ω = P̃ 0

Ũµ = (1, 0, 0, 0)

}
⇒ Ω = Ũ0P̃

0 ⇒ (12.68)

Îáùåêîâàðèàíòíîå âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòîòû (ñêàëÿð:
÷àñòîòà â òîé ñèñòåìå, ãäå ñðåäà, èñïóñòèâøàÿ ôîòîí,
íåïîäâèæíà):

Ω = UµP
µ (12.69)

Ïîäñòàâëÿåì (12.67) â (12.69)

Ω = (1+Φ)P 0−viP i =

∖
ni =

P i

P 0
⇒ P i = niP 0

∖
=

= (1 + Φ)P 0 − viniP 0 = (1 + Φ− vn)P 0 (12.70)



Ω(η′) = [1 + Φ(η′)− nv(η′)]P 0(η′) (12.71)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ ïðèåìà ôî-
òîíà â ìîìåíò η′′ íàáëþäàòåëåì ñî ñêîðîñòüþ v(η′′)

Ω(η′′) = [1 + Φ(η′′)− nv(η′′)]P 0(η′′) (12.72)

Ω(n, η′′)− Ω(n, η′)

Ω(n, η′)
∼= \äî ïåðâîãî ïîðÿäêà\ ∼=

∼=
P 0(η′′)− P 0(η′)

P 0(η′)
+Φ(η′′)−Φ(η′)+nv(η′)−nv(η′′) =

= \(12.65)\ =

= 2

∫ η′′

η′
Φ′dη + Φ(η′)− Φ(η′′) + nv(η′)− nv(η′′)

(12.73)

• Ñäâèã êîíôîðìíîé ÷àñòîòû ïðîïîðöèîíàëåí ñàìîé
÷àñòîòå ⇒
• Ôîðìà ñïåêòðà íå ìåíÿåòñÿ ⇒
• Íàáëþäàåòñÿ ïëàíêîâñêèé ñïåêòð, ñ òåìïåðàòóðîé
(ïðîïîðöèîíàëüíà ÷àñòîòå), çàâèñÿùåé îò íàïðàâëå-
íèÿ

Â ìîìåíò ðåêîìáèíàöèè áûëè ôëóêòóàöèè òåìïå-
ðàòóðû, îáóñëîâëåííûå ôëóêòóàöèåé ïëîòíîñòè Bγ-
ñðåäû:

ργ =
π2

30
g∗T

4 ⇒ (12.74)

δγ =
δργ
ργ

=
4δT

T
=

4δω

ω
⇒ δT

T
=
δω

ω
=

1

4
δγ (12.75)

Ê ýòîé âåëè÷èíå âåëè÷èíå äîáàâèòñÿ (12.73).
Îêîí÷àòåëüíî:

δT

T
(η0) =

1

4
δγ(ηr) + [Φ(ηr)− Φ(η0)] + (12.76)

+2

∫ η0

ηr

Φ′dη + (12.77)

+nv(ηr)− nv(η0) (12.78)

• (12.76) � ýôôåêò Ñàêñà-Âîëüôà (ôëóêòóàöèÿ òåì-
ïåðàòóðû + ôëóêòóàöèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèà-
ëà)
• (12.77) � èíòåãðàëüíûé ýôôåêò Ñàêñà-Âîëüôà (ôî-
òîí ïàäàåò â îäèí ïîòåíöèàë, à âûáèðàåòñÿ èç äðó-
ãîãî) � ñëåäñòâèå íåëèíåéíîé ýâîëþöèè âîçìóùåíèé,
åñòü êîððåëÿöèè ñ êðóïíûìè ñòðóêòóðàìè � ñêîïëå-
íèÿìè ãàëàêòèê
• (12.78) � ýôôåêò Äîïïëåðà
Âêëàä nv(η0) (äèïîëü) âû÷èòàåòñÿ, âêëàä Φ(η0) îäè-
íàêîâ äëÿ âñåõ íàïðàâëåíèé (ìîíîïîëü):

δT

T
(n, η0) =

1

4
δγ(ηr) + Φ(ηr) + (12.79)

+2

∫ η0

ηr

Φ′dη + (12.80)

+nv(ηr) (12.81)



Àäèàáàòè÷åñêèå ìîäû:

Ìîäû ïîñòîÿííîé êðèâèçíû:

Çàòóõàíèå, äåìïôèðîâàíèå è äðóãèå áîëåå òîíêèå
ýôôåêòû:

• Êîíå÷íàÿ òîëùèíà ïîñëåäíåé ïîâåðõíîñòè ðàññåÿ-
íèÿ ⇒ ðàçìûâàíèå àíèçîòðîïèè íà ìàëûõ ìàñøòà-
áàõ.
• Ðàññåÿíèå â ýïîõó ðåîíèçàöèè ⇒ ïîíèæåíèå êîí-
òðàñòà ïðè âñåõ ìàñøòàáàõ.
• Ýôôåêò Ñèëêà (çàòóõàíèå Ñèëêà) � íåìîíîëèò-
íîñòü ñðåäû Bγ âáëèçè ïîâåðõíîñòè ðàññåÿíèÿ,
òðàíñïîðòèðîâêà ôîòîíîâ áåç èçìåíåíèÿ ýíåðãèè ⇒
çàòóõàíèå îñöèëëÿöèé íà ìàëûõ ìàñøòàáàõ.
•Ëèíçèðîâàíèå � ñìàçûâàåò êàðòèíêó íà ìàëûõ ìàñ-
øòàáàõ.
• Ýôôåêò Ñþíÿåâà-Çåëüäîâè÷à (ïîäîãðåâ èçëó÷åíèÿ
áûñòðûìè ýëåêòðîíàìè).
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Ìåõàíèçìû ãåíåíðàöèè àíèçîòðîïèè CMB.
2.Òåíçîðíûå âîçìóùåíèÿ ìåòðèêè

Ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ:

γ0
ij = −h′ij/2⇒ (13.1)

Èç îáùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ P 0 (12.54):

dP 0

dη
+γ0

νρ

P ν

P 0

P ρ

P 0
P 0 =

dP 0

dη
−
h′ij
2
ninjP 0 = 0⇒ (13.2)

P 0(η′′)− P 0(η′)

P 0(η′)
=

1

2

∫ η′′

η′
nih′ijn

j dη (13.3)

Ñ òåíçîðíûìè ìîäàìè íå ñâÿçàíû âàðèàöèè ñêîðîñòè
ñðåäû, ò.å. íàäî ñ÷èòàòü U 0 = 1, U i = 0⇒
Èçìåðÿåìàÿ ÷àñòîòà

Ω(η′′) = P 0(η′′)⇒ δω

ω
=
δT

T
=
δP 0

P 0
⇒ (13.4)

δT

T
(n, η0) =

1

2

∫ η0

ηr

nihTTij
′
nj dη (13.5)

� òåíçîðíûé âàðèàíò èíòåãðàëüíîãî ýôôåêòà Ñàêñà-
Âîëüôà.

Òåíçîðíûå ìîäû ïîñëå âõîäà ïîä ãîðèçîíò ïàäàþò
êàê 1/a ⇒
Îæèäàåòñÿ âêëàä òîëüêî ìîä, ïîçäíî âîøåäøèõ ïîä
ãîðèçîíò ⇒
Áîëüøèå ìàñøòàáû íåîäíîðîäíîñòåé

Òåíçîðíûå ìîäû ïðîùå îáíàðóæèòü ïî âêëàäó â ïî-
ëÿðèçàöèþ CMB (ñì. äàëåå)



Çàâèñèìîñòü àíèçîòðîïèè îò êîñìîëîãè÷åñêèõ
ïðàìåòðîâ

Ëèíçèðîâàíèå óãëîâîãî ìàñøòàáà àêóñòè÷åñêèõ ïè-
êîâ!



Îòêðûòûé êîä CAMB äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñïåêòðà ìîùíîñòè àíèçîòðîïèè CMB:
camb.info



CAMB online

https://lambda.gsfc.nasa.gov/toolbox/tb_camb_form.cfm



Ïëîñêàÿ ëè Âñåëåííàÿ?

4 íîÿáðÿ 2019 ã., Nature astronomy

Êîñìîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû, îïðåäåëåííûå ïî ðàç-
íûì óãëàì:

Ωc ≡ ΩCDM

σ8 � ñîâðåìåííûé êîíòðàñò íåîäíîðîäíîñòè ïëîòíî-
ñòè ìàòåðèè íà ìàñøòàáå 8h−1 Ìïê (ñòàíäàðòíàÿ âå-
ëè÷èíà ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì)



Äàííûå îáñåðâàòîðèè Planck ïëîõî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðå-
çóëüòàòàìè äðóãèõ êîñìîëîãè÷åñêèõ íàáëþäåíèé

BAO � Baryon Acoustic Oscillations

BBN � Big Bang Nucleosynthesis

Âàðèàíòû îáúÿñíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ Planck:

1. Íîâàÿ ôèçèêà

2. Ñèñòåìàòèêà Planck

3. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôëóêòóàöèÿ ∼ 3σ

Ïîëÿðèçàöèÿ ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ

Òîìñîíîâñêîå ðàññåÿíèå:

dσ

dΩ
=

3σT
8π

cos2(ε′, ε) (13.6)

• Åñëè ñ íàïðàâëåíèÿ n′ ïðèõîäèò íåïîëÿðèçîâàí-
íîå èçëó÷åíèå, òî â íàïðàâëåíèè n èçëó÷åíèå áó-
äåò ÷àñòè÷íî ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàíî ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ïëîñêîñòè (n′,n).
⇒
• Åñëè èçëó÷åíèå, ïðèõîäÿùåå â òî÷êó B íåèçîòðîï-
íî, òî ðàññåÿíîå èçëó÷åíèå â íàïðàâëåíèè n áóäåò
÷àñòè÷íî ïîëÿðèçîâàíî.
•Ïîòîê ôîòîíîâ âáëèçè ïîâåðõíîñòè ïîñëåäíåãî ðàñ-
ñåÿíèÿ àíèçîòðîïåí⇒ ïîñëåäíåå ðàññåÿííîå èçëó÷å-
íèå ÷àñòè÷íî ïîëÿðèçîâàíî.



Ìàñøòàá âåëè÷èíû ïîëÿðèçàöèè

d � äëèíà ïðîáåãà ôîòîíîâ, λ/4 � ìàñøòàá äëèíû
íåîäíîðîäíîñòåé
d� λ/4⇒ ïîëÿðèçàöèè íåò.
d� λ⇒ ïîëÿðèçàöèè íåò (ýôôåêò Ñèëêà)
Âáëèçè ïåðâîãî àêóñòè÷åñêîãî ïèêà, l ∼ 150

kηr ∼ 1⇒ k ∼ 1

ηr
(ñì. (10.30)�(10.32)) (13.7)

λ =
2π

k
∼ 2πηr (13.8)

λ

4
∼ π

2
ηr ∼ ηr (13.9)

Ïðîáåã ôîòîíîâ âáëèçè ðåêîìáèíàöèè ìàñøòà-
áà òîëùèíû ïîâåðõíîñòè ïîñëåäíåãî ðàññåÿíèÿ
∆ηr ∼ 0.1ηr ⇒

P ∼ ∆ηr
ηr

δT

T
∼ 0.1 · 5 · 10−5 ∼ 5 · 10−6 ∼ 10−5 (13.10)

Òåíçîð ïîëÿðèçàöèè.

1. Ïîëÿðèçàöèÿ óçêîãî ïó÷êà

xa

xb

s

• Ïîëÿðèçàöèÿ � íå âåêòîð:
- Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü ìåíÿåòñÿ îò íóëÿ äî ìàê-
ñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
- Èíòåíñèâíîñòü ñâåòà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ïîëÿðè-
ìåòð, íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.
- Ïîëÿðèçàöèÿ íå èìååò íàïðàâëåíèÿ

• Ïîëÿðèçàöèÿ � 2-òåíçîð

I(s) = 〈|E · s|2〉 = 〈(Easa)(Ebsb)
∗〉 = sa〈EaE

∗
b 〉sb
(13.11)

Iab = 〈EaE
∗
b 〉 (13.12)

I = 〈|Ea|2〉 + 〈|Eb|2〉 (13.13)

Òåíçîð ïîëÿðèçàöèè:

Pab =
Iab
I

(13.14)



• Äëÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà
E � äåéñòâèòåëüíûé âåêòîð ⇒
P äåéñòâèòåëüíûé, ñèììåòðè÷íûé, ñî ñëåäîì 1 ⇒
âñåãî 2 íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà
• Íåïîëÿðèçîâàííîå èçëó÷åíèå

Pab =
δab
2
⇒ detP =

1

4
(13.15)

• Ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííîå èçëó÷åíèå

Pab =
EaEb

E2
⇒ detP = 0 (E−ôèêñ. âåêòîð) (13.16)

P = |E〉 ⊗ 〈E| ≡ |E〉〈E| (13.17)

|E〉 =
(
Ea
Eb

)
, 〈E| = (E∗a, E

∗
b ) ≡ (Ea, Eb) (13.18)

• Ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè

P =
√

1− 4 detPab; 0 ≤ P ≤ 1 (13.19)

Ïóñòü s(1), s(2) � íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòî-
ðû Pab. Òîãäà

P = λp|s(1)〉〈s(1)| + (1− λp)|s(2)〉〈s(2)| =
= \ïóñòü λp < 1/2\ =

= λp|s(1)〉〈s(1)| + λp|s(2)〉〈s(2)|−
− λp|s(2)〉〈s(2)| + (1− λp)|s(2)〉〈s(2)| =

= λp1̂ + (1− 2λp)|s(2)〉〈s(2)| ⇒ (13.20)

Pab = λpδab + (1− 2λp)s
(2)
a s

(2)
b =

Iab
I
⇒ (13.21)

Iab ≡
1

2
δabI

(np) + E(p)
a E

(p)
b (13.22)

Ìîæíî íàðèñîâàòü ïîëå âåêòîðà E

Pab ≡ Pab −
1

2
δab (13.23)

Ëåãêî ïîêàçàòü F:

detPab = detPab −
1

4
⇒ P =

√
−4 detPab (13.24)

Òåíçîð Pab ñèììåòðè÷íûé, áåññëåäîâûé⇒ äâà ïàðà-
ìåòðà.

Äëÿ íåïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ Pab = 0

2. Ïîëå ïîëÿðèçàöèè íà åäèíè÷íîé ñôåðå

Îáîáùåíèå (13.23):

Pab = Pab −
1

2
gab (13.25)

ãäå gab ìåòðè÷åñêèé 2-òåíçîð íà åäèíè÷íîé ñôåðå
(êîîðäèíàòû ëþáûå, ìîæíî (θ, ϕ)).



Çàäàííûé íà ñôåðå ñèììåòðè÷íûé áåññëåäîâûé òåí-
çîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ñêàëÿðíûé è ïñåâäî-
ñêàëÿðíûé ¾ïîòåíöèàëû¿:

Pab = {∇a∇b}PE − {Ec
a∇b∇c}PB (13.26)

ãäå ∇a è Eab � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ è àíòè-
ñèììåòðè÷íûé òåíçîð íà ñôåðå (ñì. (2.52)):

Eab =
√
−gεab (13.27)

{. . . } îçíà÷àåò âûäåëåíèå ñèììåòðè÷íîé è áåññëåäî-
âîé ÷àñòè:

{∇a∇b} =
1

2
(∇a∇b +∇b∇a − gab∆) (13.28)

{Ec
a∇b∇c} =

1

2
(Ec

a∇b∇c + Ec
b∇a∇c) (13.29)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

−∆(∆ + 2)PE = 2{∇a∇b}Pab (13.30)

−∆(∆ + 2)PB = 2{Ea
c∇c∇b}Pab (13.31)

∇aPab � ÷èñòûé ãðàäèåíò (êàê E), åñëè PB = 0,
∇aPab � ÷èñòî âèõðåâîé (êàê B), åñëè PE = 0.

Îðèãèíàëüíûå ñòàòüè:

astro-ph/9609132
astro-ph/9609169
astro-ph/9611125

Ðàçëîæåíèå PE è PB:

PE =
√

2
∑
lm

√
(l − 2)!

(l + 2)!
aElmYlm(n) (13.32)

PB =
√

2
∑
lm

√
(l − 2)!

(l + 2)!
aBlmYlm(n) (13.33)

(13.34)

(íîðìèðîâêà èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà).

Êîýôôèöèåíòû aElm è aBlm âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåçóëüòà-
òàì íàáëþäåíèé:

aElm = −
∫
dn
[
Y

(E)ab
lm (n)

]∗
Pab(n) (13.35)

aBlm = −
∫
dn
[
Y

(B)ab
lm (n)

]∗
Pab(n) (13.36)

ãäå

Y
(E)
lm,ab =

√
2(l − 2)!

(l + 2)!

(
∇a∇bYlm −

1

2
gab∇c∇cYlm

)
(13.37)

Y
(B)
lm,ab =

√
(l − 2)!

2(l + 2)!
(∇a∇cYlmE

c
b +∇c∇bYlmE

c
a) (13.38)

Ðàçíûå êîìïîíåíòû àíèçîòðîïèè (E,B) ìîãóò êîð-
ðåëèðîâàòü ìåæäó ñîáîé è âñå îíè ìîãóò êîððåëèðî-
âàòü ñ òåìïåðàòóðîé.
Ïîýòîìó îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð êîððåëÿòîðîâ

CXY
l =

1

2l + 1

∑
m

〈
aXlma

Y ∗
lm

〉
, (13.39)



ãäå X, Y = T,E,B.

Â ñèëó ñèììåòðèè ïî ÷åòíîñòè CTB ≡ 0, CEB ≡ 0.

Îñòàþòñÿ íåòðèâèàëüíûå êîððåëÿòîðû:

CTT
l ≡ Cl, C

TE
l , CEE

l , CBB.

• Êîñìîëîãè÷åñêèå ñêàëÿðíûå ìîäû äàþò âêëàä
òîëüêî â E-ìîäó ïîëÿðèçàöèè.
• Òåíçîðíûå ìîäû äàþò âêëàä è â E-ìîäó,
è â B-ìîäó
⇒
• Îáíàðóæåíèå B-ìîäû ïîëÿðèçàöèè (âáëèçè l ∼
100) åñòü ñïîñîá îáíàðóæåíèÿ òåíçîðíûõ ìîä è èç-
ìåðåíèÿ òåíçîðíî-ñêàëÿðíîãî îòíîøåíèÿ r

Адиабатические 
скалярные

моды

Тензорные 
моды

r = 0.38

Ýêñïåðèìåòàëüíûå TE- è EE-ñïåêòðû ìîùíîñòè
ïîëÿðèçàöèè (PLANCK-2018)

Ïðîáëåìà ôîíîâ:
• Ðàññåÿíèå íà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíàõ ðåèîíèçàöèè
• Ñëàáîå ãðàâèòàöèîííîå ëèíçèðîâàíèå
(äàåò B-ìîäó)
•Ôàðàäååâñêîå âðàùåíèå (ïëàçìà + ìàãíèòíîå ïîëå)
• Ðàññåÿíèå íà ïûëè (äàåò B-ìîäó)
Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû äëÿ B-ìîäû:
arXiv:1807.06209, p.39: r < 0.058 (95%)
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Èíôëÿöèîííàÿ êîñìîëîãèÿ

Ïðîáëåìû, íåðàçðåøèìûå â êîñìîëîãèè ãîðÿ-
÷åãî Áîëüøîãî âçðûâà

1. Íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîñòè ìåòðèêè.

Íà÷àëî ýâîëþöèè ñ êâàíîâîé ôëóêòóàöèè?

2. Ïðîáëåìà ãîðèçîíòà.

Âèäèìàÿ âñåëåííàÿ ñîäåðæèò ∼ 3×104 îáëàñòåé, êî-
òîðûå áûëè ïðè÷èííî ñâÿçàíû íà ìîìåíò ðåêîìáè-
íàöèè (íî íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì).
Ïî÷åìó òåìïåðàòóðû îäèíàêîâû ñ òî÷íîñòüþ ëó÷øå
10−4?

Åùå õóæå îáñòîèò äåëî ñ ãîðèçîíòàìè â ïëàíêîâñêîå
âðåìÿ:

ργ = 2
π2

30
T 4; ργ ∝

1

a4
⇒ T ∝ 1

a
(14.1)

Íàø ãîðèçîíò â ïëàíêîâñêóþ ýïîõó:

l0H(tPl) = lH(t0)× aPl
a0

= lH(t0)× T0

TPl
=

= 46ìëðä.ñâ.ëåò× 2 · 10−32 ∼ 3× 1030lPl (14.2)

Â âèäèìîé âñåëåííîé (âåðîÿòíî) ∼ 1090 ïðè÷èííî
ñâÿçàííûõ îáëàñòåé íà ìîìåíò êâàíòîâîãî ðîæäåíèÿ
(åñëè îíî ñîâïàäàëî ñ íà÷àëîì Ãîðÿ÷åãî Áîëüøîãî
âçðûâà!).

Íî Âñåëåííàÿ îäíîðîäíà. Ïî÷åìó?

3. Ïðîáëåìà ïëîñêîñíîñòè

ΩK(t) � îòíîñèòåëüíàÿ ïëîòíîñòü êðèâèçíû, çàâèñÿ-
ùàÿ îò âðåìåíè:

ΩK(t) =
Ω0
K

(
a0
a

)2

Ω0
M

(
a0
a

)3
+ Ω0

rad

(
a0
a

)4
+ ΩΛ + Ω0

K

(
a0
a

)2

(14.3)

ΩK(t1)

ΩK(t2)
=
a2

2

a2
1

×
Ω0
M

(
a0
a2

)3

+ Ω0
rad

(
a0
a2

)4

+ ΩΛ + Ω0
K

(
a0
a2

)2

Ω0
M

(
a0
a1

)3

+ Ω0
rad

(
a0
a1

)4

+ ΩΛ + Ω0
K

(
a0
a1

)2

(14.4)
t1 = tPl, t2 = t0 ⇒

ΩK(tPl)

Ω0
K

∼=
(
aPl
a0

)2
1

Ω0
rad

=

(
TPl
T0

)2
1

Ω0
rad

∼ 10−60

(14.5)
ΩK(tPl) ∼ 10−60 Ω0

K ⇒ (14.6)

⇒ |ΩK(tPl)| . 10−63 ÷ 10−61 (14.7)

(îæèäàåòñÿ |Ω0
K| . 0.001÷ 0.1)

Â ìîìåíò Áîëüøîãî âçðûâà Âñåëåííàÿ íåðåàëüíî
ïëîñêàÿ. Ïî÷åìó?



4. Ïðîáëåìà ýíòðîïèè

Â ìîìåíò êâàíòîâîãî ðîæäåíèÿ îæèäàåòñÿ ýíòðîïèÿ
∼ 0.
Ýíòðîïèÿ âèäèìîé âñåëåííîé ∼ 1088 (÷èñëî ôîòî-
íîâ).
(Ýíòðîïèÿ âèäèìîãî ãîðèçîíòà ∼ 10120)
Ðàñøèðÿåòñÿ àäèàáàòè÷åñêè � îòêóäà ñòîëüêî ýíòðî-
ïèè?

5. Ïðîáëåìà ïåðâè÷íûõ âîçìóùåíèé

Îòêóäà ïåðâè÷íûå âîçìóùåíèÿ è ïî÷åìó ìàñøòàá
δρ/ρ ∼ 5 · 10−5, ïî÷åìó ñïåêòð áëèçîê ê ïëîñêîìó?

6. Ïðîáëåìà ìîíîïîëåé

Åñëè âî Âñåëåííîé áûëè òåìïåðàòóðû áîëüøå
1016 ÃýÂ, äîëæíû áûëè èíòåñèâíî ðîæäàòüñÿ GUT-
ìàãíèòíûå ìîíîïîëè. Ãäå îíè?

7. Ïðîáëåìà òîíêîé ïîäãîíêè ôóíäàìåíòàëüíûõ êîí-
ñòàíò.

Ýòè âîïðîñû ðåøàþòñÿ â èíôëÿöèîííîé êîñ-
ìîëîãèè.

Èäåÿ èíôëÿöèè (êà÷åñòâåííî)

Ïîñëå Ãîðÿ÷åãî Áîëüøîãî âçðûâà

ä < 0 (14.8)

Èíôëÿöèÿ, ïî îïðåäåëåíèþ �
ðàñøèðåíèå âñåëåííîé ñ

ä > 0 (14.9)

Ââîäèòñÿ íîâàÿ øêàëà âðåìåíè, â êîòîðîé èíôëÿöèÿ
íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò tPl, à äî òîãî áûëî íåèçâåñòíî
÷òî (ýïîõà êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè). Ïðåäïîëàãàåòñÿ:

• Èìååò ìåñòî îò t ∼ tPl äî te (e çíà÷èò end)

• Â ìîìåíò te èíôëÿöèÿ ñìåíÿåòñÿ ãîðÿ÷åé ñòàäè-
åé

• (Ïðèáëèæåííî) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãîðÿ÷àÿ ñòà-
äèÿ íàñòóïàåò ìãíîâåííî ïîñëå îêîí÷àíèÿ èí-
ôëÿöèè è íàñëåäóåò H(te)

• Â íà÷àëå ãîðÿ÷åé (ÐÄ!) ñòàäèè

H =
T 2

M ∗
Pl

⇒ Treh =
√
M ∗

PlH(te) (14.10)

Âàæíàÿ âåëè÷èíà:

aH = a
ȧ

a
= ȧ (14.11)

ä < 0⇒ aH óáûâàåò, ãîðÿ÷àÿ ñòàäèÿ (14.12)

ä > 0⇒ aH âîçðàñòàåò, èíôëÿöèÿ (14.13)



Ðåøåíèå ïðîáëåìû ïëîñêîñòíîñòè

Óðàâíåíèå Ôðèäìàíà ñ êðèâèçíîé:(
ȧ

a

)2

= H2 =
8πG

3
(ρ + Λ)− κ

a2
(14.14)

8πG

3

[
ρ + Λ− 3

8πG

κ
a2

]
= H2 (14.15)

8πG

3
ρc(t) = H2(t)⇒ ρc(t) =

3

8πG
H2(t) (14.16)

ρK(t) = − 3

8πG

κ
a2

(14.17)

ΩK(t) ≡ ρK(t)

ρc(t)
=

1

a2(t)H2(t)
(14.18)

Õîòèì, ÷òîáû íà÷àëüíàÿ (íà ìîìåíò ¾êâàíòîâîãî
ðîæäåíèÿ¿ Âñåëåííîé) êðèâèçíà áûëà íå î÷åíü ìà-
ëà:

ΩK(tPl) & ΩK(t0)⇔ ΩK(t0)

ΩK(tPl)
. 1⇔ (14.19)

[a(tPl)H(tPl)]
2

(a0H0)2
. 1⇔ a(tPl)H(tPl)

a0H0
. 1⇔ (14.20)

a(tPl)H(tPl)

a(te)H(te)

a(te)H(te)

a0H0
. 1⇔ (14.21)

a(te)H(te)

a(tPl)H(tPl)
&
a(te)H(te)

a0H0
(14.22)

Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, åñëè a(t)H(t) = ȧ(t)
ðàñòåò äîñòàòî÷íî áûñòðî îò tPl äî te

Ðåøåíèå ïðîáëåìû ãîðèçîíòà

Îöåíèì ðàçìåð îáëàñòè, êîòîðàÿ áûëà ïðè÷èííî ñâÿ-
çàíà íà ìîìåíò te, â íàñòîÿùåå âðåìÿ.
Ãîðèçîíò te:

lH,e = a(te)

∫ te

tPl

dt

a(t)
(14.23)

lH,e(t0) =
a0

a(te)
lH,e =

a0

a(te)
a(te)

∫ te

tPl

dt

a
= a0

∫ te

tPl

dt

a
=

=

∖
da = ȧdt⇒ dt =

da

ȧ

∖
=

= a0

∫ a(te)

a(tPl)

da

aȧ
= a0

∫ a(te)

a(tPl)

da

a2H
(14.24)

a2H � áûñòðî ðàñòåò, òàê êàê aH ðàñòåò;
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî H ìåíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ìåäëåííî (ò.å. ðîñò a áëèçîê ýêñïîíåíöèàëüíîìó);
Èíòåãðàë íàáèðàåòñÿ íà íèæíåì ïðåäåëå:

a0

∫ a(te)

a(tPl)

da

a2H
∼ a0

H(tPl)

∫ a(te)

a(tPl)

da

a2
∼ a0

a(tPl)H(tPl)
(14.25)

Ñðàâíèì ñ ãîðèçîíòîì ñåé÷àñ, åñëè ñ÷èòàòü åãî îò
ìîìåíòà Áîëüøîãî âçðûâà = ðàçîãðåâà:

lH,e(t0)

lH,0
' a0

a(tPl)H(tPl)
×H0 =

a0H0

a(tPl)H(tPl)
(14.26)

a0H0

a(tPl)H(tPl)
> 1⇒ lH,e(t0)

lH,0
> 1 (14.27)



Òî æå ñàìîå, ÷òî óñëîâèå íà êðèâèçíó (14.20)⇒ ïðî-
áëåìà ïëîñêîñòíîñòè è ïðîáëåìà ãîðèçîíòà ðåøàþò-
ñÿ îäíîâðåìåííî!

x

Îöåíêà íåîáõîäèìîé äëèòåëüíîñòè èíôëÿöèè

(14.22):
a(te)H(te)

a(tPl)H(tPl)
&
a(te)H(te)

a0H0

Èç (14.22):

a(te)

a(tPl)
&
a(te)

a0

H(te)

H0

H(tPl)

H(te)
=

T0

Treh

H(tPl)

H0
(14.28)

×èñëî e-ôîëäèíãîâ:

N (tot)
e ≡ ln

a(te)

a(tPl)
(14.29)

N (tot)
e > ln

T0

H0
+ ln

H(tPl)

Treh
' ln

T0

H0
+ ln

MPl

Treh
(14.30)

T0

H0
∼ 1029; ln 1029 ≈ 67⇒ (14.31)

N (tot)
e > 67 + ln

MPl

Treh
(14.32)

Äëÿ Treh = MPl ÷ 1TeV

N (min)
e ' 70÷ 100 (14.33)

Êàêîâî ìèíèìàëüíîå âðåìÿ èíôëÿöèè, â ñåêóíäàõ?

Åñëè èíôëÿöèÿ ïðèáëèçèòåëüíî ýêñïîíåíöèàëüíà,
òî

N tot
e ∼ Hinfl∆tinfl (14.34)

Hinfl ∼ H(te) =
T 2
reh

M ∗
Pl

[ñì. (14.10)] (14.35)

T 2
reh

M ∗
Pl

∆tmininfl = 70÷ 100⇒ (14.36)

tmininfl = M ∗
Pl

70÷ 100

(MPl ÷ 1 TeV)2
= 10−42 ÷ 10−9 ñåê

(14.37)

Îáùèå çàìå÷àíèÿ

1. Ýòà îöåíêà N
(min)
e íåìíîãî çàâûøåíà èç-çà ïðåä-

ïîëîæåíèÿ î ìãíîâåííîñòè ðàçîãðåâà. Ïðèíÿòîå

çíà÷åíèå N
(min)
e ' 60.

2. Ñêîðåå âñåãî N
(tot)
e � N

(min)
e ⇒ ΩK � 0.001.



3. Ïðîáëåìà ýíòðîïèè ðåøàåòñÿ ðàçîãðåâîì â ìî-
ìåíò te (êàê � ñì. íèæå)

4. Ïðîáëåìà íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé ðåøàåòñÿ çà
ñ÷åò êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé ïîëÿ èíôëàòîíà
(ñì. íèæå).

5. Ïðîáëåìà ìîíîïîëåé.

• Åñëè Treh < MGUT , òî ìîíîïîëè â ãîðÿ÷åé
ôàçå íèêîãäëà íå ðîæäàëèñü.

• Åñëè ìîíîïîëè ðîæäàëèñü äî èíôëÿöèè, òî
èíôëÿöèÿ ñäåëàëà èõ ïëîòíîñòü ïðåíåáðåæè-
ìî ìàëîé.

Ìîäåëè èíôëÿöèè

Äå-Ñèòòåðîâñêàÿ âàêóóìíàÿ èíôëÿöèÿ

•Êàêàÿ ìàòåðèÿ íóæíà, ÷òîáû ïîëó÷èòü èíôëÿöèþ?

• Ïðîñòåéøèé âàðèàíò óæå èçâåñòåí: ïëîòíîñòü âà-
êóóìà, Λ-÷ëåí:

Tµν = Λgµν ⇒ ρ = Λ, p = −Λ = −ρ (14.38)

a(t) = const× eHvact (14.39)

Hvac =

√
8π

3

Λ

M 2
Pl

(14.40)

• Ïðîáëåìà: Èíôëÿöèÿ íå êîí÷àåòñÿ (Ðîäæåð Ïåí-
ðîóç íå ñîãëàñåí).

• Íàäî ïðèäóìàòü ÷òî-òî ïîõîæåå íà Λ-÷ëåí, íî íå Λ-
÷ëåí, è ÷òîáû èíôëÿöèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì êîí-
÷àëàñü.

Ñêàëÿðíîå ïîëå

• Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âåäåò ñåáÿ î÷åíü ïîõîæå íà Λ-
÷ëåí, íî èíôëÿöèÿ êîí÷àåòñÿ åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì
è ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ ðàçîãðåâîì � èíôëàòîí.

• Ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðèÿ âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ ϕ ñ äåéñòâèåì (äëÿ ìèíèìàëüíîé ñâÿçè):

Sϕ =

∫
d4x
√
−g
[

1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

]
(14.41)

Ïîëíîå äåéñòâèå (áåç Λ-÷ëåíà):

S = Sg + Sϕ =

∫
d4x
√
−gR +

∫
d4x
√
−gL(g, ϕ)

(14.42)
δS = 0 � îáùèé ïðèíöèï äåéñòâèÿ.

δS = δSg + δSϕ =

=

∫
d4x

δSg
δgµν

δgµν +

∫
d4x

(
δSϕ
δgµν

δgµν +
δSϕ
δϕ

δϕ

)
=

=

∫
d4x

(
δSg
δgµν

+
δSϕ
δgµν

)
δgµν +

∫
d4x

δSϕ
δϕ

δϕ (14.43)

δgµν è δϕ âàðüèðóþòñÿ íåçàâèñèìî, ïîýòîìó
δSg
δgµν

+
δSϕ
δgµν

= 0→ Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà

δSϕ
δϕ

= 0→ Óðàâíåíèÿ ïîëÿ

(14.44)



Òðåáóåòñÿ íàéòè ÿâíûé âèä
δSϕ
δϕ

.

δSϕ|ϕ =

∫
d4x
√
−g
[

1

2
gµνδ(∂µϕ∂νϕ)− δ(V (ϕ))

]
=

= \âñå ñ÷èòàåòñÿ ïðîñòî F\ =

= −
∫
d4x

[
∂µ(
√
−ggµν∂νϕ) +

√
−g ∂V

∂ϕ

]
δϕ⇒

(14.45)

δSϕ
δϕ

= −
[
∂µ(
√
−g gµν∂νϕ) +

√
−g∂V

∂ϕ

]
(14.46)

1√
−g

∂µ(
√
−g gµν∂νϕ) = −∂V

∂ϕ
(14.47)

Îäíîðîäíàÿ è èçîòðîïíàÿ êîñìîëîãèÿ

Ðàáîòàåì â ïëîñêîé ìåòðèêå

ds2 = dt2 − a2(t)dx2 (14.48)

Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îäíîðîäíûå ïîëÿ ϕ

∂iϕ = 0; i ≥ 1 (14.49)

Òîãäà

g =

1
−a2

−a2

−a2

= −a6 ⇒
√
−g = a3 (14.50)

Â óðàâíåíèè îñòàåòñÿ òîëüêî 0-êîìïîíåíòà:

1

a3

∂

∂t

(
a3g00 ∂ϕ

∂t

)
= −∂V

∂ϕ
⇒ (14.51)

ϕ̈ + 3Hϕ̇ +
∂V

∂ϕ
= 0 (14.52)

Ñêàëÿðíîå ïîëå êàê èäåàëüíàÿ æèäêîñòü

ÒÝÈ îäíîðîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

δSϕ|g = −1

2

∫
d4x
√
−gT µνδgµν ⇒ (14.53)

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− gµνL(g, ϕ) (14.54)

(ñì. (2.111))

Â ëîêàëüíî-ëîðåíöåâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå gµν =
ηµν

T00 =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ) (14.55)

Tij =

[
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ)

]
δij (14.56)

Ýòî ïîõîæå íà èäåàëüíóþ æèäêîñòü ñ ïëîòíîñòüþ è
äàâëåíèåì:

ρ(ϕ) =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ) (14.57)

p(ϕ) =
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ) (14.58)



Åñëè ϕ̇ ìàëî, òî æèäêîñòü î÷åíü ïîõîæà íà âàêóóì
ρ ≈ −p!
Ðàçìåðíîñòè

T00 =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ) (14.59)

Tij =

[
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ)

]
δij (14.60)

ρ(ϕ) =
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ) (14.61)

p(ϕ) =
1

2
ϕ̇2 − V (ϕ) (14.62)

[V ] = GeV4 ⇒ [ϕ̇]2 = GeV4 ⇒ [ϕ̇] = GeV2 ⇒
⇒ [ϕ] = GeV; V ∼ gϕn ⇒ [g] = GeV4−n (14.63)

Åñëè ϕ̇ ìàëî (ìåäëåííîå ñêàòûâàíèå), òî ÒÝÈ ñêà-
ëÿðíîãî ïîëÿ î÷åíü ïîõîæ íà ÒÝÈ Λ-÷ëåíà:

T ≈

 V (ϕ)
−V (ϕ)

−V (ϕ)
−V (ϕ)

 (14.64)

Åñëè êðîìå ïîëÿ ϕ (¾èíôëàòîí¿) äðóãîé ìàòåðèè
íåò è ïîëå ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî, ïîëó÷èì ýêñïîíåíöè-
àëüíîå ðàñøèðåíèå � èíôëÿöèþ.

ϕ̈ + 3Hϕ̇ +
∂V

∂ϕ
= 0 (14.65)

Çà ñ÷åò ÷åãî ìîæíî ïîëó÷èòü ìåäëåííîå ñêà-
òûâàíèå?

• Ïåðâàÿ èäåÿ � ñöåíàðèé Ãóòà (Alan Guth), ¾ñòàðàÿ
èíôëÿöèÿ¿ (1980)

V
1

Ïîêà ϕ ñèäèò â ìèíèìóìå ϕ1, ϕ̇ = 0 òî÷íî, p = −ρ
òî÷íî.
ϕ1 � ëîæíûé âàêóóì, ϕ0 � èñòèííûé âàêóóì.

• Ïîëå ϕ ëîêàëüíî êâàíòîâî òóííåëèðóåò èç ϕ1 â ϕ0
ñ îáðàçîâàíèåì ïóçûðåé èñòèííîãî âàêóóìà ⇒
ìåõàíèçì îñòàíîâêè èíôëÿöèè.
• Ãîðÿ÷àÿ ìàòåðèÿ îáðàçóåòñÿ ïðèñòîëêíîâåíèè ñòå-
íîê ïóçûðåé.
• Ïðîáëåìà: îêàçàëîñü, ÷òî èç-çà èíôëÿöèè ïóçûðè
íèêîãäà íå ñòàëêèâàþòñÿ ⇒ ñöåíàðèé íå ðàáîòàåò.



Îñíîâíûå ðåæèìû äëÿ óðàâíåíèÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ

(14.65) : ϕ̈ + 3Hϕ̇ +
∂V

∂ϕ
= 0 (14.66)

Óðàâíåíèå (14.65) ïîõîæå íà óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà
ñ òðåíèåì.
Îòñþäà äâà îñíîâíûõ ðåæèìà äëÿ ðåøåíèé:
• Ðåæèì áûñòðîãî ñêàòûâàíèÿ → îñöèëëÿöèè
• Ðåæèì ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ → èíôëÿöèÿ

1. Ðåæèì áûñòðîãî ñêàòûâàíèÿ

Hϕ̇� ϕ̈⇒ ϕ̈ + V ′(ϕ) = 0 (14.67)

� îñöèëëÿöèè âáëèçè ìèíèìóìà V (ϕ)

Ïðèìåð: ïîòåíöèàë âáëèçè ìèíèìóìà êâàäðàòè÷åí:

V (ϕ) =
m2

2
ϕ2 (14.68)

Ó÷òåì ÿâíî ìàëûé ÷ëåí ñ ϕ̇. Èç (14.65):

ϕ̈ + 3
ȧ

a
ϕ̇ + m2ϕ = 0 (14.69)

Óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ çàâèñÿ-
ùèì îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ.

ϕ(t) =
1

a3/2
χ(t) (14.70)

χ̈ +

[
m2 − 3

2

ä

a
− 3

4

(
ȧ

a

)2
]
χ = 0 (14.71)

Äëÿ ñòåïåííûõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ a(t) èìååò ìå-
ñòî:

ä ∼ ȧ

a
⇒ ä

a
∼
(
ȧ

a

)2

= H2 (14.72)

Ïîòðåáóåì m2 � H2 (èíà÷å íå áóäåò áûñòðîãî ñêà-
òûâàíèÿ). Òîãäà

χ̈ + m2χ = 0⇒ (14.73)

χ(t) = χ∗ cos(mt + β)⇒ (14.74)

ϕ(t) =
χ∗

a3/2(t)
cos(mt + β) (14.75)

� îñöèëëÿöèè ñ çàòóõàíèåì.

2. Ðåæèì ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ

• ¾Ïåðâîå óñëîâèå ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ¿
1

2
ϕ̇2 � V (ϕ) (14.76)

� íà ñàìîì äåëå óñëîâèå âàêóóìîïîäîáíîñòè:

p(ϕ) = −ρ(ϕ) + ϕ̇2 ≈ −ρ(ϕ) (14.77)

Ïðè äîìèíèðîâàíèè V (ϕ) ïîëó÷àåì èíôëÿöèþ.



• Ìåäëåííîå ñêàòûâàíèå çà ñ÷åò ¾âÿçêîñòè¿

ϕ̈ + 3Hϕ̇ + V ′(ϕ) = 0 (14.78)

Òðåíèå âåëèêî, åñëè

ϕ̈� 3Hϕ̇⇒ ϕ̈

3Hϕ̇
� 1 (14.79)

Èìåþò ìåñòî äâà óñëîâèÿ:

ϕ̇2

2V (ϕ)
� 1− èç ÒÝÈ (14.80)

ϕ̈

3Hϕ̇
� 1− èç óð. äâèæåíèÿ (14.81)

• Åñëè âûïîëíåíû îáà óñëîâèÿ, òî èìååòñÿ êâàçè-
ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñøèðåíèå Âñåëåííîé è óðàâíå-
íèÿ ñèëüíî óïðîùàþòñÿ:

Äåéñòâèòåëüíî, èñõîäèì èç ïîëíîé ñèñòåìû: ϕ̈ + 3Hϕ̇ + V ′(ϕ) = 0

H2 =
8π

3M 2
Pl

(
1

2
ϕ̇2 + V (ϕ)

)
(14.82)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (14.80), (14.81) ïðèâîäÿòñÿ
ê âèäó:

ϕ̇ = − 1

3H
V ′(ϕ) (14.83)

H =
1

MPl

(
8π

3
V (ϕ)

)1/2

(14.84)

Èç (14.84):

ȧ

a
=

1

MPl

(
8π

3
V

)1/2

⇒ (14.85)

a(t) = ai exp

{(
8π

3M 2
Pl

)1/2 ∫ t

ti

[V (ϕ(t))]1/2dt

}
(14.86)

Ðàñøèðåíèå áëèçêî ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó â òîì
ñìûñëå, ÷òî èçìåíåíèå H çà õàááëîâñêîå âðåìÿ ìíî-
ãî ìåíüøå H:

Ḣ
1

H
� H ⇒ Ḣ

H2
� 1 (14.87)

Èç (14.84):

Ḣ =
1

2MPl

(
8π

3V

)1/2

V ′(ϕ)ϕ̇ (14.88)

Èç (14.84) è (14.88):

Ḣ

H
=

1

2

V ′

V
ϕ̇ = \(14.83)\ = −3

2

ϕ̇2

V
H ⇒∣∣∣∣∣ ḢH2

∣∣∣∣∣ =
3

2

ϕ̇2

V
� 1 (14.89)

Èç (14.80) ñëåäóåò, ÷òî ýòî è ïðàâäà òàê ïðè ìåäëåí-
íîì ñêàòûâàíèè.



Ëåêöèÿ 15

Ìîäåëè èíôëÿöèè. Âå÷íàÿ õàîòè÷åñêàÿ èíôëÿöèÿ. Ìóëüòèâåðñ.
Èåðàðõèÿ è òèïû ìóëüòèâåðñîâ.
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Óñëîâèÿ ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ â âèäå óñëî-
âèé íà ïîòåíöèàë ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Óñëîâèÿ ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ:

(14.80):
ϕ̇2

2V (ϕ)
� 1− èç ÒÝÈ

(14.81):
ϕ̈

3Hϕ̇
� 1− èç óð. äâèæåíèÿ

Óñëîâèÿ (14.80) è (14.81) ïåðåôîðìóëèðóåì â âèäå
óñëîâèé íà ïîòåíöèàë V .

(14.84) ïîäñòàâëÿåì â (14.83), ïîëó÷àåì

ϕ̇ = − MPl

(24π)1/2

V ′

V 1/2
(15.1)

Ïîäñòàâëÿåì ýòî ϕ̇ â (14.80):

ϕ̇2

2V (ϕ)
=
M 2

Pl

48π

(
V ′

V

)2

� 1 (15.2)

Òåïåðü èñïîëüçóåì (14.81).
Èç (15.1):

ϕ̈ = − MPl

(24π)1/2

(
V ′′

V 1/2
− 1

2

V ′2

V 3/2

)
ϕ̇ =

=

∖
(14.84)⇒ V 1/2 = HMPl

(
3

8π

)1/2
∖

=

= −M
2
Pl

8π

[
V ′′

V
− 1

2

(
V ′

V

)2
]
Hϕ̇ (15.3)

(15.2) è (15.3) ïîäñòàâëÿåì â (14.81):

ϕ̈

3Hϕ̇
= −M

2
Pl

24π

V ′′

V
+
M 2

Pl

48π

(
V ′

V

)2

� 1⇒

⇒
∣∣∣∣M 2

Pl

24π

V ′′

V

∣∣∣∣� 1 (15.4)

(15.2) è (15.4) � äâà óñëîâèÿ íà ïîòåíöèàëû, êîòîðûå
ñëåäóþò èç äâóõ óñëîâèé (14.80) è (14.81)

Äâà ïàðàìåòðà ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ:

ε =
M 2

Pl

16π

(
V ′

V

)2

� 1 (15.5)

η =
M 2

Pl

8π

V ′′

V
� 1 (15.6)

Óñëîâèå (åñòåñòâåííîãî!) ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ:

ε� 1, η � 1 (15.7)

Ñâÿçü ñ óñëîâèÿìè (14.80), (14.81):

ϕ̇2

2V
=
ε

3
,

ϕ̈

3Hϕ̇
=

1

3
(ε− η) (15.8)

ε, η äåéñòâèòåëüíî îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ (14.80),
(14.81), íî âûðàæàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ÷åðåç V .



Íîâàÿ èíôëÿöèÿ (Àíäðåé Ëèíäå).
Èíôëÿöèÿ â ìàëîì ïîëå.

V
0

• Õèããñ-ïîäîáíûé ïîòåíöèàë
• Ïîëå çàñòðåâàåò âëèçè íóëÿ, çàïóñêàåò èíôëÿ-
öèþ, êîãäà ñêàòûâàåòñÿ âíèç èíôëÿöèÿ ïðåêðà-
ùàåòñÿ,
îñöèëëÿöèè ðîæäàþò ÷àñòèöû ⇒ ãîðÿ÷èé
âçðûâ ⇒ ðåøåíèå ïðîáëåìû ýíòðîïèè.

Ïîäðîáíûé ïðèìåð (ïîïóëÿðíàÿ ìîäåëü):

Ïîëå âáëèçè íóëÿ

V (ϕ) = V0 −
λ

4
ϕ4 (λ− áåçðàçìåðíî!) (15.9)

ε =
M 2

Pl

16π

λ2ϕ6

V 2
0

(15.10)

η = −M
2
Pl

8π

3λϕ2

V0
(15.11)

Ìàëîå ïîëå ϕ îáåñïå÷èâàåò ìåäëåííîå ñêàòûâàíèå.
Ïî÷åìó íà÷àëüíîå ïîëå ìîæåò áûòü ìàëî?

• ϕ = 0 ïîëó÷àåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì, åñëè
â íà÷àëüíîé ãîðÿ÷åé (âîçìîæíî íåîäíîðîäíîé)
Âñåëåííîé ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë èìååò ìèíè-
ìóì â íóëå.

• Íà÷àëüíàÿ ãîðÿ÷àÿ Âñåëåííàÿ ðàñøèðÿåòñÿ, è
ïîòåíöèàë ïåðåõîäèò â 0-òåìïåðàòóðíûé, çàïóñ-
êàÿ èíôëÿöèþ.

Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé: ìåäëåííîå ñêàòûâàíèå çàêàí-
÷èâàåòñÿ ïðè íåáîëüøîì çíà÷åíèè ïîëÿ
(çà ñ÷åò âûõîäà íà êðóòîé ó÷àñòîê)

λϕ4
e � V0 (15.12)

(ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé íàïîìèíàåò äðóãîé ñöå-
íàðèé � õàîòè÷åñêîé èíôëÿöèè)

Ïðè âûïîëíåíèè (15.12):

ε =
M 2

Pl

16π

λϕ2

V0
× λϕ4

V0
� |η| (15.13)

ïîýòîìó êîíåö èíôëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì
|η| ∼ 1:

|ηe| =
M 2

Pl

8π

3λϕ2
e

V0
∼ 1⇒ (15.14)

ϕ2
e ∼

V0

3λ

8π

M 2
Pl

⇒ (15.15)



λϕ4
e � V0 ⇒ λ

(
V0

3λ

8π

M 2
Pl

)2

� V0 ⇒

⇒ V0

M 4
Pl

�
(

3

8π

)2

λ⇒ V0 �
(

3

8π

)2

λM 4
Pl (15.16)

� ýòî óñëîâèÿ ñöåíàðèÿ íîâîé èíôëÿöèè ïðè ìàëûõ
ïîëÿõ.
• Ïðàâèëüíûé ìàñøòàá ôëóêòóàöèé ïîëó÷àåòñÿ ïðè
λ ∼ 10−13.
• Ïîëÿ ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà íå íóæíû!
Òåìïåðàòóðà ðàçîãðåâà

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïî÷òè âñÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ∼ V0
ïåðåõîäèò â òåïëî:

g∗T
4
reh . V0 �

(
3

8π

)2

λM 4
Pl ⇒

⇒ Treh �

[(
3

8π

)2
λ

g∗

]1/4

MPl ∼ 10−3MPl (15.17)

� áåç ïîäãîíêè ïàðàìåòðîâ òåìïåðàòóðà íå ñëèøêîì
âûñîêà.

×èñëî e-ôîëäèíãîâ, äëÿ íà÷àëà èíôëÿöèè ñ ïîëÿ ϕ

Ne(ϕ) = ln
ae
a(ϕ)

(15.18)

ȧ

a
= H(t)⇒ d ln a = H(t)dt⇒ Ne(ϕ) =

∫ te

tϕ

H(t)dt

(15.19)

Èç óðàâíåíèé ìåäëåííîãî ñêàòûâàíèÿ (14.83), (14.84)

ϕ̇ = − 1

3H
V ′(ϕ) (15.20)

H =
1

MPl

(
8π

3
V (ϕ)

)1/2

(15.21)

ïîëó÷àåì

Ne(ϕ) =

=

∖
ϕ êàê ÷àñû : t→ ϕ(t), dϕ = ϕ̇dt, dt =

dϕ

ϕ̇

∖
=

=

∫ ϕe

ϕ

H(ϕ)
dϕ

ϕ̇
= \(15.20),(15.21) F\ =

=
8π

M 2
Pl

∫ ϕ

ϕe

V

V ′
dϕ (15.22)

Ne(ϕ) =
8π

M 2
Pl

∫ ϕ

ϕe

V

V ′
dϕ (15.23)

Äëÿ ¾íîâîé èíôëÿöèè¿:

Ne(ϕ) =
8π

M 2
Pl

[
ϕ2V0

2λ

1

ϕ4

∣∣∣∣ϕ
ϕe

− 1

4

ϕ2

2

∣∣∣∣ϕ
ϕe

]
=

=

∖
λϕ4

e � V0 ⇒
1

4

ϕ2

2

∣∣∣∣ϕ
ϕe

→ 0

∖
' 4π

M 2
Pl

V0

λ

1

ϕ2

(15.24)



Ne(ϕ) =
4π

M 2
Pl

V0

λ

1

ϕ2
(15.25)

N (tot)
e =

4πV0

λM 2
Plϕ

2
i

(15.26)

Êàê îöåíèòü ïîðÿäîê?

Íà ïðîòÿæåíèè èíôëÿöèè (èç (14.84) èëè (15.21))

H =
1

MPl

(
8πV

3

)1/2

≈ 1

MPl

(
8πV0

3

)1/2

(15.27)

� ìåíÿåòñÿ ìàëî.

Åñëè ϕi èìååò ïîðÿäîê êâàíòîâîé ôëóêòóàöèè ϕ:

ϕi ∼ δϕ ∼ H (15.28)

òîãäà â (15.26)

ϕ2
i ∼

1

M 2
Pl

8πV0

3
(15.29)

Ïîäñòàâëÿåì è ïîëó÷àåì

N (tot)
e ≈ 3

2λ
∼ 1013 (15.30)

à íóæíî âñåãî N
(tot)
e ∼ 60÷ 100.

Âñåëåííàÿ ðàçäóâàåòñÿ â ∼ 101013
ðàç � ¾èíôëÿöèîí-

íî áîëüøîå ÷èñëî¿.
Âèäèìàÿ Âñåëåííàÿ � êðîøå÷íûé êóñî÷åê èíôëÿöè-
îííîãî ïóçûðÿ.

• Ïðîáëåìà ñöåíàðèÿ ¾íîâîé èíôëÿöèè¿ � ïðîòèâî-
åñòåñòâåííîå çíà÷åíèå λ ∼ 10−13 � î÷åíü ìàëî, è íå
ïîÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì â GUT.

Ñöåíàðèé õàîòè÷åñêîé èíôëÿöèè Àíäðåÿ Ëèíäå
Íàòóðàëüíàÿ èíôëÿöèÿ, èíôëÿöèÿ â ñèëüíîì ïîëå

Íàñêîëüêî ñèëüíî óñëîâèÿ (15.5), (15.6)

ε =
M 2

Pl

16π

(
V ′

V

)2

� 1 (15.31)

η =
M 2

Pl

8π

V ′′

V
� 1 (15.32)

îãðàíè÷èâàþò âèä ïîòåíöèàëà?

Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàëû

V = gϕn (15.33)

V ′

V
=
n

ϕ
(15.34)

ε =
M 2

Pl

16π

n2

ϕ
� 1⇒ ϕ�MPl

n

4π
(15.35)

V ′′

V
=
n(n− 1)

ϕ
(15.36)

η =
M 2

Pl

8π

n(n− 1)

ϕ2
� 1⇒ ϕ�MPl

√
n(n− 1)

8π
(15.37)

• Ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ n ðåæèì ìåäëåííîãî ñêà-
òûâàíèÿ àâòîìàòè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ äëÿ

ϕ�MPl (15.38)



Íå ïðîòèâîðå÷èò ëè òàêîå çíà÷åíèå ïîëÿ óñëîâèÿì
ïðèìåíèìîñòè êëàññè÷åñêîé ãðàâèòàöèè?

Óëîâèå êëàññè÷íîñòè:

V (ϕ)�M 4
Pl (15.39)

V (ϕ) = gϕn �M 4
Pl ⇒ ϕ�

(
M 4

Pl

g

)1/n

(15.40)

Íóæíî îáåñïå÷èòü:

MPl � ϕ�
(
M 4

Pl

g

)1/n

(15.41)

Ýòî ìîæíî ïîëó÷èòü çà ñ÷åò ìàëîé ïîñòîÿííîé g (â
ïëàíêîâñêèõ åäèíèöàõ)
[÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åíèåì ðåàëèñòè÷íûõ àìïëè-
òóä íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé è íå âûçûâàåò îòòîðæå-
íèÿ â ÊÒÏ]

Ïðèìåðû

V2(ϕ) =
m2

2
ϕ2 (15.42)(

M 4
pl

m2/2

)1/2

�MPl ⇒ m�MPl (15.43)

V4(ϕ) =
λ

4
ϕ4 (15.44)(

M 4
Pl

λ/4

)1/4

�MPl ⇒ λ� 1 (15.45)

Íà÷àëî èíôëÿöèè

• Õàîòè÷åñêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:
Âñåëåííàÿ íåîäíîðîðäíà íà âñåõ ìàñøòàáàõ
âïëîòü äî ïëàíêîâñêîãî � ðàäèóñû êðèâèçíû
∼M−1

Pl = lPl, ρ ∼M 4
Pl.

• Èìååòñÿ èíôëàòîí ñî ñòåïåííûì ïîòåíöèàëîì.
Åñòåñòâåííûìè óñëîâèÿìè äëÿ íåãî ÿâëÿþòñÿ

V = gϕn ∼M 4
Pl ⇒ ϕ ∼

(
M 4

Pl

g

)1/n

(15.46)

• Ïîëå ñèëüíî íåîäíîðîäíî, ïîýòîìó òàêæå

gµν∂µϕ∂νϕ ∼M 4
Pl (15.47)

• Âêëàä êðèâèçíû â óðàâíåíèå ¾Ôðèäìàíà¿ ñóùå-
ñòâåíåí.

• Âêëàäû êðèâèçíû è êèíåòè÷åñêîãî ÷ëåíà (15.47)
ïðè ðàñøèðåíèè ïàäàþò êàê 1/a2, íî V (ϕ) ìåíÿ-
åòñÿ ìåäëåííî (¾ìåäëåííîå ñêàòûâàíèå¿).

• Â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíîé ¾êâàíòîâîé¿ ôëóêòóà-
öèè ìîæåò âîçíèêíóòü îáëàñòü ÷óòü áîëüøå lPl,
ãäå ãðàäèåíòíûå ÷ëåíû è âêëàä êðèâèçíû ìåíü-
øå V (ϕ). Îíà ïîïàäàåò â ðåæèì ìåäëåííîãî ñêà-
òûâàíèÿ è íà÷èíàåò ðàçäóâàòüñÿ.

• Èíôëÿöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà íå íàðóøàåòñÿ
óñëîâèå MPl � ϕ, ïîñëå ÷åãî ïîëå ïåðåõîäèò â
ðåæèì îñöèëëÿöèé è ïðèâîäèò ê ðîæäåíèþ ÷à-
ñòèö (ðàçîãðåâ). Íóæíî âçàèìîäåéñòâèå ϕ ñ äðó-
ãèìè ïîëÿìè.



Îãðàíè÷åíèå íà íà÷àëüíóþ òåìïåðàòóðó.
Âñÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ ïåðåõîäèò â òåïëî:

ρ ∼ g∗T
4 . V (ϕ ∼MPl)⇒

⇒ Treh . Tmax ∼
[
V (ϕ ∼MPl)

g∗

]1/4

(15.48)

Èç V (ϕ)�M 4
Pl (êëàññè÷íîñòü) ñëåäóåò,

÷òî Treh �MPl

Ñöåíàðèé õàîòè÷åñêîé èíôëÿöèè, êðàòêî:

• Ïðåäåëüíî ðàííÿÿ Âñåëåííàÿ çàïîëíåíà ïîëåì èí-
ôëàòîíà ïëàíêîâñêîé ïëîòíîñòè, ÷òî ïëîõî îïèñûâà-
åòñÿ êëàññè÷åñêîé ôèçèêîé è äàæå íàëè÷èå ãëàäêîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðîáëåìàòè÷íî.
• Íåêîòîðûå êëàñòåðû ïëàíêîâñêîãî ðàçìåðà ðàçäó-
âàþòñÿ çà ñ÷åò èíôëÿöèè â ¾èíôëÿöèîííûå ïóçû-
ðè¿, è òî, ÷òî ìû íàáëþäàåì ìàëàÿ ÷àñòü îäíîãî èç
ïóçûðåé.

Ñêîëüêî e-ôîëäèíãîâ äàåò õàîòè÷åñêàÿ èíôëÿöèÿ

Ne(ϕ) èç (15.23):

Ne(ϕ) =
8π

M 2
Pl

∫ ϕ

ϕe

V

V ′
dϕ (15.49)

Äëÿ V = gϕn∫ ϕ

ϕe

V

V ′
dϕ =

1

2n
(ϕ2 − ϕ2

e) = \ϕ� ϕe\ '
1

2n
ϕ2

(15.50)

Ne(ϕ) =
4π

n

ϕ2

M 2
Pl

(15.51)

Ñ÷èòàåì, ÷òî â íà÷àëå èíôëÿöèè V (ϕi) ∼M 4
Pl ⇒

gϕni ∼M 4
Pl ⇒ ϕi ∼

1

g1/n
M

4/n
P l ⇒ (15.52)

N (tot)
e = Ne(ϕi) =

4π

n

(
M 4−n

P l

g

)2/n

(15.53)

Ïðèìåðû

n = 2; g =
m2

2
⇒ N (tot)

e = 4π
M 2

Pl

m2
(15.54)

n = 4; g =
λ

4
⇒ N (tot)

e =
2π√
λ

(15.55)

δρ/ρ ∼ 5 · 10−5 ⇒

n = 2 : m ∼ 10−6MPl ⇒ N (tot)
e ∼ 1013 (15.56)

n = 4 : λ ∼ 10−13 ⇒ N (tot)
e ∼ 107 (15.57)

Ïëàíêîâñêèé ìàñøòàá ðàñòÿãèâàåòñÿ èíôëÿöèåé â
101013

èëè â 10107
ðàç ⇒ êðèâèçíà íóëåâàÿ.



Êàê ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíóþ êðèâèçíó?

A.D. Linde, arXiv:astro-ph/0303245

ΩK ∼ −0.1 ⇒ Ne ≈ 60 ± ∼ 1% ⇒ δρ/ρ ∼ 1

V (ϕ) =
m2ϕ2

2
exp

(
ϕ

CMPl

)
; P ∼ exp

(
− 3M 4

Pl

8V (ϕ)

)
(15.58)

MPl

2
. ϕ . CMPl ⇒ ϕin = CMPl âåçäå! (15.59)

Âñåëåííàÿ ãëàäêàÿ óæå â íà÷àëå èíôëÿöèè.

Ìîäåëü Ñòàðîáèíñêîãî (1979)

Ìîäåëü íå ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûõ ïîëåé, íî
ó÷èòûâàåò êâàíòîâûå ïîïðàâêè ê ëàãðàíæèàíó
Ãèëüáåðòà-Ýéíøòåéíà:

S = −M
2
Pl

16π

∫
dx4√−g

(
R− R2

6M 2

)
(15.60)

M èìååò ðàçìåðíîñòü ìàññû, ñâîáîäíûé ïàðàìåòð.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ òåîðèÿ f (R) ýêâèâàëåíò-
íà îáû÷íîé òåîðèè Ýéíøòåéíà ñî ñêàëÿðíûì ïîëåì
ñ íåêîòîðûì ïîòåíöèàëîì V (ϕ).
Äëÿ òåîðèè (15.60):

V (ϕ) =
3M 2M 2

Pl

32π2

[
1− exp

(
−4
√
π√
3

ϕ

MPl

)]2

(15.61)

• Ìîäåëü Ñòàðîáèíñêîãî ýêâèâàëåíòíà ìîäåëè õàî-
òè÷åñêîé èíôëÿöèè ñ èíôëàòîííûì ïîëåì (15.61)
• ¾Íàòóðàëüíàÿ èíôëÿöèèÿ¿ V (ϕ) = (m2/2)ϕ2 çà-
êðûòà íèçêèì çíà÷åíèåì ñêàëÿðíî-òåíçîðíîãî îòíî-
øåíèÿ r < 0.07, íî ìîäåëü Ñòàðîáèíñêîãî ïðåäñêàçû-
âàåò r ∼ 0.001. [arXiv:1502.02114, arXiv:1807.06211].



Ãåíåðàöèÿ êîñìîëîãè÷åñêèõ âîçìóùåíèé

• Ñêàëÿðíûå âîçìóùåíèÿ: óñèëåííûå èíôëÿöèåé âà-
êóóìíûå ôëóêòóàöèè ïîëÿ èíôëàòîíà.
• Òåíçîðíûå âîçìóùåíèÿ: óñèëåííûå èíôëÿöèåé âà-
êóóìíûå ôëóêòóàöèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ (ìåòðè-
êè).

Êîëè÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äàåò:
- Ñêàëÿðíî/òåíçîðíîå îòíîøåíèå r
- Ñïåêòðàëüíûå èíäåêñû ñêàëÿðíûõ è òåíçîðíûõ ìîä
âîçìóùåíèé

Èíôëÿöèîííîå óñèëåíèå êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé ïî-
ëÿ èíôëàòîíà

• Êâàíòîâûå ôëóêòóàöèè ïîëÿ èíôëàòîíà ϕ ÿâëÿ-
þòñÿ ãàóññîâûì ñëó÷àéíûì ïîëåì.

• Ðàçëîæåíèå ñðåäíåãî êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ïî èì-
ïóëüñàì (äëèíàì âîëí), ðàñõîäÿùèéñÿ èíòåãðàë:

〈ϕ2〉 = 〈0|ϕ2(x)|0〉 =

∫ ...

0

dq√
q2 + m2

q2

8π2
≈
∫ ...

0

q2

8π2

dq

q

(15.62)

• Ñïåêòð ìîùíîñòè êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé

Pϕ(q) =
q2

8π2
(15.63)

• Àìïëèòóäà êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé, ïî îïðåäåëå-
íèþ

δϕ(q) ≡
√
Pϕ(q)⇒ δϕ(q) =

q

2
√

2π
(15.64)

• Íà ôàçå ãîðÿ÷åãî âçðûâà: Ðàñøèðåíèå ñ çàìåäëå-
íèåì. Ãîðèçîíò ñîáûòèé ðàñòåò áûñòðåå ìàñøòàáíî-
ãî ôàêòîðà. ⇒
êîíñòàíòíûå ìîäû âõîäÿò ïîä ãîðèçîíò, è íà÷èíàþò
îñöèëëèðîâàòü.

• Íà ôàçå èíôëÿöèè � îáðàòíàÿ êàðòèíà: Ðàñøèðå-
íèå ñ óñêîðåíèåì. Ìàñøòàáíûé ôàêòîð ðàñòåò áûñò-
ðåå ãîðèçîíòà. ⇒
êîðîòêèå âàêóóìíûå ôëóêòóàöèè âûõîäÿò çà ãîðè-
çîíò è çàìîðàæèâàþòñÿ ⇒

• Ôèêñèðóåòñÿ áîëüøàÿ àìïëèòóäà êîðîòêèõ ôëóê-
òóàöèé.

• Ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå äëèíà âîëíû ðåçêî
óâåëè÷èâàåòñÿ,
- àìïëèòóäà äëÿ ýòîé âîëíû ñòàíîâèòñÿ ìíîãî áîëü-
øå, ÷åì ïðåäïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (15.64) �
- ýòî åñòü ìåõàíèçì óñèëåíèÿ âàêóóìíûõ ôëóêòóà-
öèé çà ñ÷åò èíôëÿöèè.

• Ýòè óñèëåííûå ôëóêòóàöèè åñòü òå êîíñòàíòíûå
ìîäû, êîòîðûå äàþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýâîëþ-
öèè âîçìóùåíèé íà ãîðÿ÷åé ñòàäèè.



Âå÷íàÿ èíôëÿöèÿ è Ìóëüòèâåðñ

• Èíôëÿöèÿ èäåò, ìîäû êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé íà
ñòàäèè èíôëÿöèè âûõîäÿò çà ãîðèçîíò è çàìîðàæè-
âàþòñÿ.

• Â ìàñøòàáå ãîðèçîíòà ÄåÑèòòåðà óñòàíàâëèâàþòñÿ
íîâûå çíà÷åíèÿ ïî÷òè îäíîðîäíîãî ïîëÿ èíôëàòîíà.

• Âñÿ îáëàñòü èíôëÿöèè îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòà íà ïîä-
îáëàñòè ñî ñâîèìè ïîëÿìè èíôëàòîíà ⇒ Âñåëåííàÿ
â öåëîì ñèëüíî íåîäíîðîäíà.

• Â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ èíôëàòîí âåëèê, è òàì óñè-
ëèâàåòñÿ ðàçäóâàíèå.

• Â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ èíôëàòîí ìàë, òàì èíôëÿ-
öèÿ çàâåðøàåòñÿ ãîðÿ÷èì âçðûâîì.

• Òàì, ãäå èíôëÿöèÿ ïðîäîëæàåòñÿ (èíôëàòîí âå-
ëèê), íîâûå êâàíòîâûå âîçìóùåíèÿ âûõîäÿò çà ãî-
ðèçîíò è ò.ä.
. . .⇒ ðåêóðñèÿ ⇒ Âå÷íàÿ èíôëÿöèÿ

• Ðàçíûå îáëàñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåçàâèñèìûå
¾ëîêàëüíûå¿ âñåëåííûå. Íà ñòàäèè ãîðÿ÷åãî âçðûâà
ìîãóò áûòü ïî-ðàçíîìó íàðóøåíû ñèììåòèè, òîãäà â
ðàçíûõ âñåëåííûõ áóäåò ðàçíàÿ ôèçèêà.

• Òåîðèÿ õàîòè÷åñêîé èíôëÿöèè åñòåñòâåííî ïðèâî-
äèò ê ñóùåñòâîâàíèþ àíñàìáëåé âñåëåííûõ, ÷åãî òðå-
áóåò ôîðìàëèçì òåîðèè êîñìîëîãè÷åñêèõ âîçìóùå-
íèé.

• Åùå îäíà çàãàäêà ðåøàåòñÿ: òîíêàÿ ïîäãîíêà ôóí-
äàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò. Ñëàáûé àíòðîïíûé ïðèí-
öèï.



  

Мультивёрс(ы) (~ По Максу Тегмарку)

Мультивёрс 1-го уровня

Наблюдаемая нами часть Вселенной 
(Метагалактика) - лишь крошечная 
часть нашей «локальной вселенной» - 
пузыря инфляционной космологии.

Существует невообразимо огромное
число других метагалактик, которые
не могут быть с нами причинно 
связаны.

Где-то в мультивёрсе 1-го уровня есть
точная копия Солнечной системы
и неизмеримо больше не очень
точных копий.



  

Мультивёрс 2-го уровня - хаотическая вечная инфляция

Разные локальные пузыри инфляции – локальные вселенные – могут содержать
разную физику.

Проблема тонкой подгонки параметров – малое изменение фундаментальных
констант ведет к «взрывному нарушению» стабильности структур.

Слабый антропный принцип: мы наблюдаем тонкую настройку параметров потому,
что в тех вселенных, где ее нет, нет и наблюдателей (Андрей Линде)



  

Мультивёрс 3-го уровня - 
многомировая Вселенная Эверетта

     (исторически первая физическая модель
      мультивселенной, 1957)

Квантовая механика = 
= уравнение Шредингера + коллапс волновой функции при наблюдении

Что такое коллапс волновой функции – непонятно.

Хью Эверетт: 
Никакого коллапса волновой функции нет, все, включая Вселенную,
описывается только уравнением Шредингера (или его обобщением),
коллапс волновой функции и случайность, связанная с коллапсом – 
иллюзия наблюдателя, погруженного в квантовую Вселенную.



  

К многомировой интерпретации квантовой механики.
Клонирование прибора, сознания и вселенной



  

Как клонирование сознания порождает иллюзию случайности

Мысленный эксперимент Макса Тегмарка  - клонирование

видит комнату №1

видит комнату №2

Если человеческое сознание заменить на ИИ, то эксперимент будет
не мысленный, а вполне реальный.

Случайности нет, но каждый из клонов субъективно 
воспринимает случайный результат 1 или 2



  

Не безумие ли предполагать, что вся Вселенная находится в квантовом
состоянии, описываемом единственной волновой функцией?

Анизотропия микроволнового фона описывается квантовыми флуктуациями
масштаба видимой части вселенной и правильно предсказывается
в предположении, что все поле инфлатона – единый квантовый объект

Квантовая теория на уровне всей видимой Вселенной дает предсказания,
подтверждаемые экспериментом

Вся совокупность квантовых миров 
многомировой интерпретации Эверетта -
Мультивёрс 3-го уровня.

В каком смысле вселенные Мультиверса существуют при том,
что все они прямо недоступны наблюдению?

Другие вселенные входят в теорию, которая дает правильные 
предсказания для эксперимента, и без этих объектов 
работать не может.



  

Мультивёрс 4-го уровня - 
математический Мультивёрс Макса Тегмарка

Мир математических форм существует объективно.
Мир математических форм – часть реальности, а не выдумка

Природа математики

Каков триллионный знак десятичного разложения           ?

Кто бы ни считал, ответ будет один и тот же, так как этот объект
объективно существовал еще до того, как его кто-то взялся считать.

Природа элементарных объектов физики

Либо при описании элементарных объектов физики будет иметь место
регрессия в бесконечность (это плохо)

Либо регрессия оборвется, и тогда самые элементарные объекты
будут иметь чисто математическое внешнее описание.

На этом уровне различие между математикой и физикой исчезает.

Гипотеза: Наблюдаемый нами мир есть математическая структура.



  

Вопрос: почему именно такая математическая структура, 
которая предписывает именно те законы природы, которые
мы наблюдаем? Чем она выделена?

Ответ (Тегмарк): В принципе, она ничем не выделена; все непротиворечивые 
математические структуры есть реальные вселенные.

Имеет место математическая демократия → все непротиворечивые
математические структуры образуют Мультиверс 4-го уровня,
наша частная математическая структура есть один из объектов
математического Мультивёрса.

Наша математическая структура отличается тем, что допускает 
внутри себя существование Само Сознающей Субструктуры
(ССС).

Возможность существования ССС определяет «тонкую настройку»
нашей (математической) Вселенной на наше существование – 
вариант слабого антропного принципа.

Единственный постулат «теории всего»: 
Все непротиворечивые математические структуры существуют физически.

Следствие: 
В принципе это означает, что Вселенная абсолютно познаваема:
надо только включить воображение и двигаться по пути этого познания.


