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âèòàöèè.

Êàê óñòðîåí êóðñ
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Âñå ôîðìóëû ïðîíóìåðîâàíû!

Ïðîâåðèòü âû÷èñëåíèÿ: F

Íàóêà êîñìîëîãèÿ � íå âïîëíå îáû÷íà

� Íàó÷íûé ìåòîä: íàáëþäàåìîñòü è âîñïðîèçâîäè-
ìîñòü

� Àïïàðàò êîñìîëîãèè îïèñûâàåò ¾àíñàìáëü îäè-
íàêîâûõ âñåëåííûõ¿, íå åäèíè÷íóþ Âñåëåííóþ

� Âñåëåííàÿ � óíèêàëüíûé îáúåêò

� Îïåðàöèîíàëüíî íåîïðåäåëèìîå ïîíÿòèå âåðîÿò-
íîñòè � áàéåñîâñêàÿ âåðîÿòíîñòü:
Âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñòåïåíü óâåðåí-
íîñòè â èñòèííîñòè ñóæäåíèÿ (Âèêèïåäèÿ).

� Cosmic variance � êîñìè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü
⇒ íåêîòîðûå ïðåäñêàçàíèÿ â ïðèíöèïå íå ìîãóò
áûòü ïðîâåðåíû ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷-
íîñòüþ.

� Ìóëüòèâåðñ (4 óðîâíÿ: Ìàêñ Òåãìàðê):

� ïðè÷èííûõ îáëàñòåé (1-é óðîâåíü)

� õàîòè÷åñêîé èíôëÿöèè (2-é óðîâåíü)

� êâàíòîâûé (3-é óðîâåíü)

� ìàòåìàòè÷åñêèé (4-é óðîâåíü)

� Ìåòîäîëîãè÷åñêèé ñòàòóñ ¾äðóãèõ âñåëåííûõ¿
íåÿñåí.
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� Äâèæåíèå òåë â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå íå çàâèñèò
îò ïðèðîäû òåë ⇒

� Ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè ⇒
� Ãðàâèòàöèÿ åñòü ÿâëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîå

Ïîñòóëàò: Äâèæåíèå â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå
åñòü ñâîáîäíîå äâèæåíèå ïî ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè
èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè

� ÎÒÎ � òåîðèÿ ãðàâèòàöèè ñêàëÿðíîé ìàòåðèè ñ
ìèíèìàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì.
(÷àñòèöû ñ íåíóëåâûì ñïèíîì äîëæíû íàðóøàòü
ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè arXiv:1608.06572)

Äâà ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè:
1. Êîîðäèíàòíûé
2. Êîâàðèàíòíî-ãåîìåòðè÷åñêèé (Ý. Êàðòàí, äèôôå-
ðåíöèàëüíûå ôîðìû, âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå)

Â îáùåì ñëó÷àå íèêàêîé ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò íà êðèâîé ïîâåðõíîñòè ââåñòè íåëüçÿ!

Êîîðäèíàòû xµ, µ = 0, 1, 2, 3 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
ëîêàëüíî ïîìå÷àþò òî÷êè (ñîáûòèÿ) ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè.

Êâàäðàò èíòåðâàëà (ñóììèðîâàíèå ïî îäèíàêîâûì
âåðõíèì è íèæíèì èíäåêñàì, ñîãëàøåíèå Ýéíøòåé-
íà):

ds2 = gµνdx
µdxν (1.1)

gµν � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð
(ñèãíàòóðà +1,−1,−1,−1).

Êâàäðàò èíòåðâàëà åñòü ôóíäàìåíòàëüíûé èíâà-
ðèàíò � íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêèõ êîîðäèíàòàõ
ìû ðàáîòàåì.

Èíòåðâàë èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ äëèíû, íî
ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è êîîðäèíàòû íå èìåþò
îïðåäåëåííîé ðàçìåðíîñòè!

Ðàçìåðíîñòè âîîáùå

~ = c = kB = 1 〈E1〉 =
1

2
kBT (1.2)

E = mc2; E = kBT ; ω = E/~; p = cE; p = ~k ⇒
[m] = [T ] = [ω] = [p] = [k] = [E] (1.3)

Åäèíèöà èçìåðåíèÿ ýíåðãèè � ÃýÂ.

Ïåðåâîäíûå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïîäáîðîì
ñòåïåíåé c, ~, kB.
Ïðèìåðû:

[E] = [~ω] =

[
~
t

]
⇒ [t] =

[~]

E
⇒ (1.4)

t(GeV−1) =
1.05 · 10−27 ýðã · c
109 · 1.6 · 10−12 ýðã

≈ 6.6 · 10−25 ñ (1.5)

l(GeV−1) =
1.05 · 10−27 ýðã · c× 3 · 1010ñì ñ−1

109 · 1.6 · 10−12 ýðã
≈

≈ 2.0 · 10−14 ñì (1.6)



Òàáëèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàçìåðíîñòåé

Ýíåðãèÿ 1 ÃýÂ = 1.602e-03 ýðã

Ìàññà 1 ÃýÂ = 1.783e-24 ã

Òåìïåðàòóðà 1 ÃýÂ = 1.161e+13 Ê

Äëèíà 1 ÃýÂ−1 = 1.973e-14 ñì

Âðåìÿ 1 ÃýÂ−1 = 6.582e-25 ñ

Ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö 1 ÃýÂ3 = 1.301e+41 ñì−3

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè 1 ÃýÂ4 = 2.085e+38 ýðã·ñì−3

Ïëîòíîñòü ìàññû 1 ÃýÂ4 = 2.320e+17 ã·ñì−3

Ýíåðãèÿ 1 ýðã = 6.241e+02 ÃýÂ

Ìàññà 1 ã = 5.609e+23 ÃýÂ

Òåìïåðàòóðà 1 Ê = 8.617e-14 ÃýÂ

Äëèíà 1 ñì = 5.068e+13 ÃýÂ−1

Âðåìÿ 1 ñ = 1.519e+24 ÃýÂ−1

Ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö 1 ñì−3 = 7.684e-42 ÃýÂ3

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè 1 ýðã·ñì−3 = 4.796e-39 ÃýÂ4

Ïëîòíîñòü ìàññû 1 ã·ñì−3 = 4.310e-18 ÃýÂ4



Ôîðìàëèçì êîâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé
(ãëàäêîé) çàìåíû êîîðäèíàò (äèôôåîìîðôèçì):

x′µ = x′µ(x0, x1, x2, x3) ≡ x′µ(xν) ≡ x′µ(x) (1.7)

Êîâàðèàíòíîñòü äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ
îáúåêòîâ, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.

Ñêàëÿðû � íå ïðåîáðàçóþòñÿ:

  X1

X0

X' 1

X' 0

x'
x

ϕ′(x′) = ϕ(x) (1.8)

Êîíòðàâàðèàíòíûå âåêòîðû (âåðõíèå èíäåêñû)
ïðåîáðàçóþòñÿ êàê äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò (èñ-
ïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà î ñóììèðîâà-
íèè!)

x′µ = x′µ(xν) (1.9)

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν (1.10)

A′µ =
∂x′µ

∂xν
Aν (1.11)

Êîâàðèàíòíûå âåêòîðû (íèæíèå èíäåêñû) ïðåîá-
ðàçóþòñÿ êàê ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðà

Bµ =
∂ϕ(x)

∂xµ
⇒ B′µ =

∂ϕ

∂x′µ
=
∂ϕ

∂xν
∂xν

∂x′µ
=
∂xν

∂x′µ
Bν

(1.12)

Ïîñòðîåíèå ñêàëÿðîâ èç âåêòîðîâ:

A′µB′µ =
∂x′µ

∂xσ
Aσ∂x

ρ

∂x′µ
Bρ = δρσA

σBρ = AρBρ (1.13)

⇒ AµBµ � èíâàðèàíò.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâîäíàÿ ïî ¾íàïðàâëåíèþ âåêòîðà
A¿ îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè � èíâàðèàíò:

∂Aϕ ≡
(
Aµ ∂

∂xµ

)
ϕ = Aµ ∂ϕ

∂xµ
≡ Aµ∂µϕ (1.14)

Ìíîãîìåðíûå òåíçîðû (ïî îïðåäåëåíèþ) ïðåîáðàçó-
þòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ:

B′µνλ =
∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′ν
∂xτ

∂x′λ
Bρ
στ (1.15)

Äëÿ ñèìâîëà Êðîíåêåðà: δ′µν = δµν F.

Ñâåðòêà ïî âåðõíåìó è íèæíåìó èíäåêñó óìåíüøàåò
âàëåíòíîñòü òåíçîðà íà 2:

A′µµ =
∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′µ
Aρ
σ = δσρA

ρ
σ = Aσ

σ (1.16)

(âîîáùå íå îñòàëîñü èíäåêñîâ, ñêàëÿð)



Ïî÷åìó ìåòðè÷åñêèé òåíçîð - òåíçîð?

ds2 = gµνdx
µdxν = gµν

∂xµ

∂x′σ
dx′σ

∂xν

∂x′ρ
dx′ρ =

= ds′2 = g′σρdx
′σdx′ρ (1.17)

⇒ g′σρ =
∂xµ

∂x′σ
∂xν

∂x′ρ
gµν (1.18)

Îáîáùåíèå: Åñëè ∀ òåíçîðà Aµ
ν

Cµ
λ = Aµ

νB
ν
λ− (1.19)

òåíçîð, òî è Bν
λ - òåíçîð ( è ò.ä.)

Äîêàçàòåëüñòâî

C ′µλ =
∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′λ
Cρ
σ =

∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′λ
Aρ
νB

ν
σ (1.20)

C ′µλ = A′µν B
′ν
λ =

∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′ν
Aρ
σB
′ν
λ =

=
∂x′µ

∂xρ
∂xν

∂x′σ
Aρ
νB
′σ
λ ⇒ (1.21)

∂x′µ

∂xρ
∂xσ

∂x′λ
Bν
σ =

∂x′µ

∂xρ
∂xν

∂x′σ
B′σλ ⇒ (1.22)

∂xσ

∂x′λ
Bν
σ =

∂xν

∂x′σ
B′σλ

∣∣∣∣ ∂x′α∂xν
⇒ (1.23)

B′αλ =
∂x′α

∂xν
∂xσ

∂x′λ
Bν
σ (1.24)

Ñëåäñòâèå: Âåëè÷èíà, çàäàâàåìàÿ îáðàòíîé ìàòðè-
öåé ê ìåòðè÷åñêîìó òåíçîðó, ñàìà òåíçîð:

gµνgνλ = δµλ ⇒ gµν − òåíçîð (1.25)

Ïîäíÿòèå è îïóñêàíèå èíäåêñîâ

Åñëè Aµ � êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð, òî

Aµ = gµνA
ν (1.26)

� êîâàðèàíòíûé âåêòîð.

È íàîáîðîò:
Aµ = gµνAν (1.27)

Ñ÷èòàþò, ÷òî Aµ è Aµ � îäíà è òà æå âåëè÷èíà, çà-
ïèñàííàÿ ïî-ðàçíîìó (ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî íåâåðíî).

T µν è Tν
µ � íå îäíî è òî æå!

gανT µν = T µα (1.28)
gανTν

µ = T αµ (1.29)



Èíâàðèàíòíûé îáúåì

g′µν =
∂xρ

∂x′µ
gρσ

∂xσ

∂x′ν
(1.30)

Ĵ =
(
Jρµ
)

=

(
∂xρ

∂x′µ

)←ñòîëáåö
←ñòðîêà

≡
(
∂x

∂x′

)
(1.31)

ĝ′ = Ĵ ĝĴT (1.32)

g ≡ det ĝ; J ≡ det Ĵ (1.33)

g′ = J2g ⇒ J =

√
g′

g
(1.34)

ìàëåíüêèé
4-îáúåì,
ïî÷òè
ïëîñêèé

Ýëåìåíò îáúåìà - ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ïîíÿòèå,
èíâàðèàíò!

V =

∫
Ω

d4x; V ′ =

∫
Ω

d4x′ (1.35)

V 6= V ′ (1.36)

V =

∫
Ω

d4x =

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂x∂x′
∣∣∣∣ d4x′ =

∫
Ω

√
g′

g
d4x′ =

=

√
g′

g

∫
Ω

d4x′ =

√
g′

g
V ′ ⇒ (1.37)

V =

√
g′

g
V ′ ⇒ V

√
−g = V ′

√
−g′ (1.38)

√
−g
∫
Ω

d4x =
√
−g′

∫
Ω

d4x′ (1.39)

∫
Ω

√
−g d4x =

∫
Ω

√
−g′ d4x′ (1.40)

√
−g d4x− èíâàðèàíòíûé ýëåìåíò îáúåìà

Èíâàðèàíòûé ýëåìåíò îáúåìà � èíâàðèàíòíàÿ ìåðà
èíòåãðèðîâàíèÿ, íî íå îáúåì â ôèçè÷åñêîì ñìûñëå!

[gµνdx
µdxν] = [L2]

[
√
−gdx] = [L]

[d3x] = [ëþáàÿ ðàçìåðíîñòü]⇒
[
√
−gd4x] = [ëþáàÿ ðàçìåðíîñòü]



Íåêîâàðèàíòíàÿ ïðèðîäà äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ

(∂µϕ)′ =
∂ϕ′

∂x′µ
=
∂ϕ

∂xν
∂xν

∂x′µ
=
∂xν

∂x′µ
∂νϕ (1.41)

� ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðà ïðåîáðàçóåòñÿ êàê
(êîâàðèàíòíûé) âåêòîð.

(∂µA
ν)′ =

∂

∂x′µ
A′ν =

∂

∂x′µ

(
∂x′ν

∂xα
Aα

)
=

=
∂

∂x′µ

(
∂x′ν

∂xα

)
Aα +

∂x′ν

∂xα
∂xβ

∂x′µ
∂Aα

∂xβ
=

=
∂xβ

∂x′µ
· ∂2x′ν

∂xβ∂xα
Aα +

∂x′ν

∂xα
∂xβ

∂x′µ
∂βA

α (1.42)

Ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð ïëþñ
åùå êàêàÿ-òî äîáàâêà.

Õîòèì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ:{
(∇µA

ν)′ =
∂xα

∂x′µ
∂x′ν

∂xβ
∇αA

β

∇µϕ = ∂µϕ
(1.43)

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

Ïî÷åìó äèôôåðåíöèðîâàíèå âåêòîðà íå ïðèâîäèò ê
òåíçîðó?

Ïðîáëåìà: Ïîìèìî èçìåíåíèÿ ïîëÿ ¾ñàìîãî ïî ñå-
áå¿ åñòü åùå äîáàâêà, ñâÿçàííàÿ ñ èçìåíåíèåì êîì-
ïîíåíò ïîëÿ èç-çà êðèâîëèíåéíîñòè ñèñòåìû êîîðäè-
íàò.

  

A(x) A(x)~ ~
A(x)~A(x)~ ~

Перенос

x~x

Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè Aµ(x) â
òî÷êó x̃, à ïîòîì ñðàâíèòü ñ Aµ(x̃)!
Ïåðåíîñ (â ëèíåéíîì ïîðÿäêå):

Ãµ(x̃) = Aµ(x)− ΓµνλA
νdxλ (1.44)

Γµνλ � êîýôôèöèåíòû àôôèííîé ñâÿçíîñòè

• Âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëåíû ñîâåðøåííî íåçàâèñè-
ìî îò gµν ⇒
Ãåîìåòðèÿ êðèâîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè-
÷èíàìè gµν è Γµνλ.

Aµ(x̃)− Ãµ(x̃) = Aµ(x̃)− [Aµ(x)− ΓµνλA
νdxλ] =

= ∂λA
µdxλ + ΓµνλA

νdxλ =

= (∂λA
µ + ΓµνλA

ν)dxλ ≡ ∇λA
µdxλ (1.45)

∇λA
µ = ∂λA

µ + ΓµνλA
ν (1.46)



Òðåáóåì, ÷òîáû ∇λA
µ áûë òåíçîðîì!

Ýòî áóäåò îïðåäåëÿòü çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ Γµνλ.

∇λBµ =?
Ñêàëÿð íå äîëæåí ìåíÿòüñÿ ïðè ïàðàëëåëüíîì ïå-
ðåíîñå:

Ãµ(x̃)B̃µ(x̃) = Aµ(x)Bµ(x) (1.47)

[Aµ(x)− ΓµνλA
νdxλ]B̃µ(x̃) = Aµ(x)Bµ(x)⇒ (1.48)

Aµ(x)[B̃µ(x̃)−Bµ(x)] = ΓµνλA
νdxλB̃µ(x̃) ∼=

∼= ΓµνλA
νdxλBµ(x) = ΓνµλA

µdxλBν ⇒ (1.49)

B̃µ(x̃)−Bµ(x) = Γνµλdx
λBν (1.50)

B̃µ(x̃) = Bµ(x) + Γνµλdx
λBν (1.51)

Bµ(x̃)− B̃µ(x̃) = (∂λBµ − ΓνµλBν)dx
λ ⇒ (1.52)

∇λBµ = ∂λBµ − ΓνµλBν (1.53)

Ïðàâèëî Ëåéáíèöà è êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå
òåíçîðîâ âûñøèõ ðàíãîâ

∇λ(AµBν) = ? (1.54)

Âåðíåìñÿ ê �ïåðâûì ïðèíöèïàì�: xλ → xλ + dxλ, ïà-
ðàëëåëüíî ïåðåíåñåì ïðîèçâåäåíèå AµBν èç òî÷êè x

λ

â xλ + dxλ, òîãäà ïî ñìûñëó êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîä-
íîé:

AµBν|xλ+dxλ − ÃµB̃ν

∣∣
xλ+dxλ

= ∇λ(AµBν)dx
λ (1.55)

ÃµB̃ν

∣∣
xλ+dxλ

= AµBν|xλ + δ̃(AµBν) (1.56)

AµBν|xλ+dxλ = AµBν|xλ + ∂λ(AµBν)dx
λ (1.57)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.56), (1.57) â (1.55), ïîëó÷àåì:

∇λ(AµBν)dx
λ = ∂λ(AµBλ)dxλ − δ̃(AµBν) (1.58)

Êàê ñ÷èòàòü δ̃(AµBν) ïîíÿòíî:

δ̃(AµBν) = (δ̃Aµ)Bν + Aµ(δ̃Bν) (1.59)

δ̃Aµ = −ΓµσλA
σdxλ (1.60)

δ̃Bν = +ΓσλνBσdx
λ (1.61)

Èç (1.58):

∇λ(AµBν)dx
λ = [∂λ(AµBν)+ΓµσλA

σBν−AµΓσλνBσ]dxλ,
(1.62)

îòêóäà

∇λ(AµBν) = ∂λ(AµBν)+ΓµσλA
σBν−AµΓσλνBσ. (1.63)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ âûðàæåíèé äëÿ êîâà-
ðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ âåêòîðîâ:

(∇λA
µ)Bν + Aµ(∇λBν) = ∂λ(A

µBν) + ΓµσλA
σBν − AµΓσλνBσ,

(1.64)
Ñðàâíèâàÿ, ïîëó÷àåì ïðàâèëî Ëåéáíèöà:

∇λ(AµBν) = (∇λA
µ)Bν + Aµ∇λ(Bν). (1.65)

Îáîáùåíèåì (1.63) ïîëó÷àåòñÿ îáùåå ïðàâèëî êîâà-
ðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ëþáûõ òåíçîðîâ, íà-
ïðèìåð:

∇λC
µ
ν = ∂λC

µ
ν + ΓµλσC

σ
ν − ΓσλνC

µ
σ (1.66)


