
Ëåêöèÿ 2

Îñíîâû ÎÒÎ. II. Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ àôèííûõ ñâÿçíîñòåé,
ëîêàëüíî-ëîðåíöåâû ñèñòåìû îòñ÷åòà è ãåîäåçè÷åñêèå. Òåíçîð
êðèâèçíû.
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Çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ àôèííûõ ñâÿçíîñòåé

∇λA
µ = ∂λA

µ + ΓµλνA
ν − Äîëæíî áûòü òåíçîðîì!

(2.1)

(∇λA
µ)′ =

∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
(∇αA

β) =

=
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
(∂αA

β + ΓβαγA
γ) =

=
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
∂Aβ

∂xα
+
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
ΓβαγA

γ (2.2)

(∂λA
µ + ΓµλνA

ν)′ =
∂A′µ

∂x′λ
+ Γ′µλγA

′γ =

=
∂xβ

∂x′λ
∂2x′µ

∂xβ∂xα
Aα +

∂x′µ

∂xα
∂xβ

∂x′λ
∂Aα

∂xβ
+ Γ′µλγ

∂x′γ

∂xδ
Aδ (2.3)

Γβαγ
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
Aγ =

∂xβ

∂x′λ
∂2x′µ

∂xβ∂xα
Aα + Γ′µλγ

∂x′γ

∂xδ
Aδ (2.4)

Aγ, Aα, Aδ → Aε

Γβαε
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
=
∂xβ

∂x′λ
∂2x′µ

∂xβ∂xε
+ Γ′µλγ

∂x′γ

∂xε

∣∣∣∣ ∂xε∂x′δ
(2.5)

Γ′µλδ =
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
∂xε

∂x′δ
Γβαε −

∂xβ

∂x′λ
∂xε

∂x′δ
∂2x′µ

∂xβ∂xε
(2.6)

∂x′µ

∂xσ
∂2xσ

∂x′ν∂x′λ
+
∂xβ

∂x′λ
∂xε

∂x′β
∂2x′µ

∂xβ∂xε
≡ 0 F (2.7)

Γ′µλδ =
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
∂xε

∂x′δ
Γβαε +

∂x′µ

∂xσ
∂2xσ

∂x′δ∂x′λ
(2.8)

Àôèííàÿ ñâÿçíîñòü � íå òåíçîð!

Êðó÷åíèå

Cα
βγ = Γαβγ − Γαγβ (2.9)

Ïðåîáðàçóåòñÿ êàê òåíçîð!

Γαβγ = Γαγβ ⇔ Cα
βγ = 0 (2.10)



Ëîêàëüíî Ëîðåíöåâû ñèñòåìû îòñ÷åòà è îò-
ñóòñòâèå êðó÷åíèÿ

Â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêî:

1. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð èìååò âèä
g = {1,−1,−1,−1}

2. Âñå Γαβγ = 0

Åñëè ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò ìîæíî äîáèòüñÿ
âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé â òî÷êå, òî ñèñòåìà îòñ÷åòà
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî-Ëîðåíöåâîé â ýòîé òî÷êå.

Åñëè Cα
βγ = 0 õîòÿ áû â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, òî

Cα
βγ = 0 âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ⇒

Åñëè Cα
βγ 6= 0 õîòÿ áû â îäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, òî

Cα
βγ 6= 0 â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñëåäîâàòåëüíî â

ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà Γαβγ 6= 0 è ãðàâèòàöèþ ëîêàëü-
íî èñêëþ÷èòü íåâîçìîæíî.

×òîáû ãðàâèòàöèþ ìîæíî áûëî ëîêàëüíî èñêëþ-
÷èòü, â ÎÒÎ íåîáõîäèìî Cα

βγ ≡ 0, ⇒ Γαβγ = Γαγβ �
ýòî ñëåäóåò èç ôèçèêè!

Çàìå÷àíèå
• Íà ñàìîì äåëå äàæå â îòñóòñòâèè êðó÷åíèÿ ïðèí-
öèï ýêâèâèàëåíòíîñòè äëÿ ÷àñòèö ñî ñïèíîì íå âû-
ïîëíÿåòñÿ (?), ïîýòîìó ãðàâèòàöèþ èñêëþ÷èòü íåâîç-
ìîæíî äàæå ëîêàëüíî, ïðèíöèï ýêâèâèàëåíòíîñòè
(âî âñåõ ôîðìàõ) íåâåðåí ⇒
• Íåò îñíîâàíèé òðåáîâàòü îòñóòñòâèÿ êðó÷åíèÿ ⇒
• Òåîðèè ãðàâèòàöèè ñ êðó÷åíèåì
(òåîðèè Ýéíøòåéíà-Êàðòàíà).

Cα
βγ = 0 ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì, ÷òîáû áû-

ëî âîçìîæíî ëîêàëüíî çàíóëèòü àôèííóþ ñâÿçíîñòü.

x′µ = xµ + T µσρx
σxρ (2.11)

∂x′µ

∂xν

∣∣∣∣
0

= δµν ;
∂xν

∂x′µ

∣∣∣∣
0

= δνµ (2.12)

∂2x′µ

∂xβ∂xε

∣∣∣∣
0

= T µεβ + T µβε ⇒ (2.13)

Γ′µλδ =
∂xα

∂x′λ
∂x′µ

∂xβ
∂xε

∂x′δ
Γβαε −

∂xβ

∂x′λ
∂xε

∂x′δ
∂2x′µ

∂xβ∂xε
=

= δαλδ
µ
βδ

ε
δΓ

β
αε − δ

β
λδ

ε
δ(T

µ
εβ + T µβε) =

= Γµλδ − (T µδλ + T µλδ) (2.14)

T µδλ + T µλδ = Γµλδ(0)⇒ Γ′µλδ(0) = 0. (2.15)

×òîáû ïîäîáðàòü T µδλ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Γµδλ = Γµλδ.
Òîãäà:

T µδλ = T µλδ =
1

2
Γµδλ (2.16)

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

ĝ′ = Ĵ ĝĴT , Ĵ =

(
∂x

∂x′

)
, xµ = Jµν x

′ν (2.17)

ñèìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ĝ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèà-
ãîíàëüíîìó âèäó

ĝ =

 k0 0
−k1

−k2

0 −k3

 , kµ > 0 (2.18)



Ñ ïîìîùüþ ìàñøòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ:

x′µ = xµ
1√
kµ
⇒ gµν = ηµν = ĝ =

 1 0
−1
−1

0 −1


(2.19)

Ïðåîáðàçîâàíèå (2.11) â ñèëó (2.12) íå ìåíÿåò òåí-
çîðû â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïîýòîìó ñâÿçíîñòü ìîæíî
çàíóëèòü ïîñëå òîãî, êàê êàê ĝ ïðèâåäåí ê ëîðåíöîâó
âèäó.

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ìîæíî ïðèâåñòè ê Ëîðåíöå-
âó âèäó è ñâÿçíîñòü ìîæíî çàíóëèòü îäíîâðåìåí-
íî � ýòî ëîêàëüíî Ëîðåíöåâà ñèñòåìà îòñ÷åòà

Îäíàêî ïðîèçâîäíûå Γλµν, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èñ÷åçà-
þò!

Â ÷àñòíîñòè, èç-çà ýòîãî íåóñòðàíèìû ïðèëèâíûå ñè-
ëû.

Âûâîä:

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ââåñòè ëîêàëüíî-
ëîðåíöåâû ñèñòåìû îòñ÷åòà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè áûëè ñèììåò-
ðè÷íû ⇒
Ïåðâîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ÎÒÎ íà êîýôôèöåí-
òû ñâÿçíîñòè: ñèììåòðè÷íîñòü

Ãåîäåçè÷åñêèå

  

x ()u ()

u (+d)

+d



Ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ � òàêàÿ êðèâàÿ, âäîëü êîòîðîé
êàñàòåëüíûé âåêòîð ê íåé ïåðåíîñèòñÿ ïàðàëëåëüíî
ñàìîìó ñåáå.

uµ(τ + dτ ) = uµ +
duµ(τ )

dτ
dτ (2.20)

uµ(τ + dτ ) = ũµ(τ + dτ ) = uµ(τ )− Γµνλu
ν(τ )dxλ =

= uµ(τ )− Γµνλu
ν(τ )uλ(τ )dτ ⇒ (2.21)

duµ

dτ
dτ = −Γµνλu

ν(τ )uλ(τ )dτ ⇒ (2.22)

duµ

dτ
+ Γµνλu

νuλ = 0 (2.23)

Ìåíÿåì ìåñòàìè ν è λ è ñêëàäûâàåì:

duµ

dτ
+

1

2
(Γµνλ + Γµλν)u

νuλ = 0 (2.24)



duµ

dτ
+ Γµ{νλ}u

νuλ = 0 (2.25)

Γµ{νλ} =
1

2
(Γµνλ + Γµλν) (2.26)

Ãåîäåçè÷åñêèå îïðåäåëÿþòñÿ ñèììåòðèçîâàííûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè � ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè
íå ÷óâñòâóþò êðó÷åíèå, äàæå åñëè îíî åñòü.

Äðóãàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêîé:

d2xµ

dτ 2
+ Γµνλ

dxν

dτ

dxλ

dτ
= 0 (2.27)

Åñëè ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì, òî â òåî-
ðèè ñ êðó÷åíèåì è áåç êðó÷åíèÿ îíè äâèæóòñÿ îäè-
íàêîâî!

Äâèæåíèå ÷àñòèö â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ïî ãåîäåçè-
÷åñêèì � ïîñòóëàò, êîòîðûé íå èìååò äîêàçàòåëüñòà.

Ïåðâàÿ ïðîáëåìà ÎÒÎ ñî ñïèíîì: ÷àñòèöû ñî ñïèíîì
íå äâèæóòñÿ ïî ãåîäåçè÷åñêèì (?).

Âòîðàÿ ïðîáëåìà ÎÒÎ ñî ñïèíîì: íåò ðåöåïòà ðàñ-
÷åòà ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñïèíà.

Ñèñòåìà ñïèíîâ ìîæåò ñîçäàâàòü ìàêðîñêîïè÷åñêèé
ìîìåíò è äîëæíà ïðèâîäèòü ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìó
ãðàâèòàöèîííîìó ïîëþ, êîòîðîå ÎÒÎ íå ìîæåò ñî-
ñ÷èòàòü ⇒
ÎÒÎ íåïîëíàÿ ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãðàâèòà-
öèè.

Ïîïûòêà ó÷åòà ïîëÿ ñïèíîâ ïðèâîäèò ê òåîðèÿì
Ýéíøòåéíà-Êàðòàíà, â êîòîðûõ êðó÷åíèå íå ðàâíî
íóëþ.

Âòîðîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà êîýôôè-
öåíòû ñâÿçíîñòè: ìåòðè÷íîñòü

Õîòèì, ÷òîáû îïåðàöè ïîäíÿòèÿ/îïóñêàíèÿ èíäåê-
ñîâ áûëà óíèâåðñàëüíîé:

gµν(∇λA
ν) = ∇λAµ; Aµ = gµνA

ν ò.å. (2.28)

gµν(∇λA
ν) = ∇λ(gµνA

ν) (2.29)

Ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà:

∇λ(gµνA
ν) = (∇λgµν)A

ν + gµν(∇λA
ν) =

= gµν(∇λA
ν)⇒ (2.30)

∇λgµν = 0 (2.31)

Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð êîâàðèàíòíî ïîñòîÿíåí �
óñëîâèå ìåòðè÷íîñòè ñâÿçíîñòè
(ñâçíîñòü ñîâìåñòèìà ñ ìåòðèêîé).

Ìåòðè÷íîñòü ñâÿçíîñòè àïðèîðè íèîòêóäà íå ñëåäó-
åò →
ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåíèÿ ÎÒÎ, â êîòîðûõ ñâÿç-
íîñòü íå ìåòðè÷íà.



ßâíîå âûðàæåíèå êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè
÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåíçîð

Èñïîëüçóþòñÿ îáà äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿ îäíîâðå-
ìåííî: ìåòðè÷íîñòü gµν è ñèììåòðè÷íîñòü ñâÿçíî-
ñòè:

∇λgµν = 0⇒ ∂λgµν − Γσλµgσν − Γσλνgµσ = 0. (2.32)

Γσλµgσν + Γσλνgµσ = ∂λgµν (2.33)

40 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 40 íåèçâåñòíûìè Γλµν F

Γσλµgσν + Γσλνgµσ = ∂λgµν [λµν] | × (+1)
Γσµνgσλ + Γσµλgνσ = ∂µgνλ [µνλ] | × (+1)
Γσνλgσµ + Γσνµgλσ = ∂νgλµ [νλµ] | × (−1)

(2.34)

2Γσλµgσν = ∂λgµν + ∂µgνλ − ∂λgλµ |gνδF (2.35)

Γδλµ =
1

2
gδν(∂λgµν + ∂µgνλ − ∂νgλµ) (2.36)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû Γαβγ âûðàæàëèñü ÷åðåç gµν, ìåòðè÷-
íîñòü è ñèììåòðè÷íîñòü ñâÿçíîñòè íåîáõîäèìû!

Ìîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî
ìåòðè÷íîñòü+ñèììåòðè÷íîñòü âìåñòå äàþò 64 óðàâ-
íåíèÿ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèå âñå 64 êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè F.

Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå âñå Γαβγ = 0, òî âñå ∂αgβγ = 0
F.

Âûðàæåíèå (2.36) èíîãäà íàçûâàåòñÿ ñèìâîëàìè
Êðèñòîôôåëÿ è îáîçíà÷àåòñÿ{

δ
λµ

}
=

1

2
gδν(∂λgµν + ∂µgνλ − ∂νgλµ) (2.37)

Óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé èç ïðèíöèïà ìàêñè-
ìóìà äëèíû ìèðîâîé ëèíèè èëè èç ïðèíöèïà
íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ

δS = 0− ïðèíöèï äåéñòâèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

S = −m
b∫

a

ds = −m
b∫

a

√
gµνdxµdxν = \x = x(τ )\ =

= −m
τb∫

τa

√
gµνẋµẋνdτ (2.38)

δS = −m
∫

1

2
√
gµνẋµẋν

δ(gµνẋ
µẋν) dτ =

= −m
2

∫
1√
ẋαẋα

(
∂σgµνδx

σẋµẋν + 2gµνẋ
µdδx

ν

dτ

)
dτ =

= \σ ↔ ν â ïåðâîì ñëàãàåìîì,

ïî ÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå\ =

= −m
2

∫
1√
ẋαẋα

[
∂νgµσẋ

µẋσ − 2
d(gµνẋ

µ)

dτ

]
δxσdτ =

= 0 ⇒ (2.39)



d

dτ
(gµνẋ

µ)− 1

2
∂νgµνẋ

µẋσ = 0 (2.40)

ẋµ
dgµν
dτ

+ gµνẍ
µ − 1

2
∂νgµσẋ

µẋσ = 0
∣∣gνρ (2.41)

dgµν
dτ

= ∂σgµνẋ
σ (2.42)

ẍρ + gρν
(
∂σgµν −

1

2
∂νgµσ

)
ẋσẋµ = 0 (2.43)

∂σgµνẋ
σẋµ =

1

2
(∂σgµνẋ

σẋµ + ∂µgσµẋ
σẋµ) (2.44)

ẍρ +
1

2
gρσ(∂σgµν + ∂µgσν − ∂νgµσ)ẋσẋµ = 0 (2.45)

1

2
gρσ(∂σgµν + ∂µgσν − ∂νgµσ) = Γρσµ (2.46)

ẍρ + Γρσµẋ
σẋµ = 0 (2.47)

d2xρ

dτ 2
+ Γρσµ

dxσ

dτ

dxµ

dτ
= 0 (2.48)

Òåíçîð Ëåâè-×åâèòà

Õîòèì, ÷òîáû Eµνρσ áûë òåíçîðîì, è â ëîêàëüíî ëî-
ðåíöåâîé (ãàëèëååâîé) ñèñòåìå (x)

Eµνρσ = εµνρσ, ε0123 = 1 (2.49)

Êàê áóäåò â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå (x′)?

E ′µνρσ =
∂x′µ

∂xα
∂x′ν

∂xβ
∂x′ρ

∂xγ
∂x′σ

∂xδ
εαβγδ =

∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣ εµνρσ (2.50)

∣∣∣∣ ∂x∂x′
∣∣∣∣ =

√
g′

g
=
√
−g′ ⇒

∣∣∣∣∂x′∂x

∣∣∣∣ =
1√
−g′

⇒ (2.51)

E ′µνρσ =
1√
−g′

εµνρσ (2.52)

Eµνρσ =
1√
−g

εµνρσ (2.53)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè F:

Eµνρσ =
√
−gεµνρσ (2.54)



Òåíçîð êðèâèçíû

Äâà ñïîñîáà ââåñòè òåíçîð êðèâèçíû.

1. ×åðåç êîììóòàòîð êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé
[∇µ,∇ν]

∇µ∇νϕ = ∂µ∂νϕ− Γλµν∂λϕ (2.55)

∇ν∇µϕ = ∂ν∂µϕ− Γλνµ∂λϕ ⇒ (2.56)

[∇µ,∇ν]ϕ = −(Γλµν − Γλνµ)∂λϕ = −Cλ
µν∂λϕ = 0 (2.57)

∇µ∇νA
λ −∇ν∇µA

λ = [∇µ,∇ν]A
λ =? (2.58)

∇µ(∇νA
λ) = ∂µ(∇νA

λ)−Γσµν(∇σA
λ)+Γλµσ(∇νA

σ) = . . .
(2.59)

∇ν(∇µA
λ) = . . . (2.60)

(ïîñ÷èòàòü! F)

[∇µ,∇ν]A
λ = AσRλ

σµν (2.61)

Rλ
σµν = ∂µΓλνσ − ∂νΓλµσ + ΓλµρΓ

ρ
νσ − ΓλνρΓ

ρ
µσ (2.62)

[∇µ,∇ν]Aλ = AσR
σ
µνλ (ïîñ÷èòàòü F) (2.63)

Îòñþäà âèäíî, ïî÷åìó òåíçîð êðèâèçíû � äåéñòâè-
òåëüíî òåíçîð.

2. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà

  

Ãµ(x + dx) = Aµ(x)− ΓµνλA
νdxλ (2.64)

δAµ(x) = Ãµ(x + dx)− Aµ(x) = −ΓµνλA
νdxλ (2.65)

∆Aµ =

∮
δAµ(x) = −

∮
ΓµνλA

νdxλ (2.66)

Ôîðìóëà Ñòîêñà:∮
B...λdx

λ =
1

2

∫
dfσλ (∂σB...λ − ∂λB...σ) (2.67)

∆Aµ = −1

2

∫
dfσλ[∂σ(ΓµνλA

ν)− ∂λ(ΓµνσA
ν)] '

' −1

2
∆fσλ(∂σΓµνλA

ν+Γµνλ∂σA
ν−∂λΓµνσ A

ν−Γµνσ∂λA
ν)

(2.68)

Âíóòðè êîíòóðà Aµ èçìåíÿåòñÿ òîëüêî çà ñ÷åò ïàðàë-
ëåëüíîãî ïåðåíîñà, ïîýòîìó

δAµ(x) = −ΓµνλA
νdxλ ⇒ ∂λA

µ = −ΓµνλA
ν (2.69)



∆Aµ =

−1

2
∆fσλ(∂σΓµνλA

ν−ΓµνλΓνρσA
ρ−∂λΓµνσ A

ν+ΓµνσΓνρλA
ρ) =

=
1

2
∆fσλ(∂λΓµσν − ∂σΓµλν + ΓµλρΓ

ρ
νσ − ΓµσρΓ

ρ
νλ)Aν =

=
1

2
∆fσλRµ

σλνA
ν (2.70)

∆Aµ =
1

2
∆fσλRµ

σλνA
ν (2.71)

Èç âûâîäà âèäíî, ÷òî ôîðìóëà âåðíà óíèâåðñàëüíî,
íåçàâèñèìî îò ìåòðè÷íîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè ñâÿç-
íîñòè.

Ñâîéñòâà òåíçîðà êðèâèçíû

Rλ
σµν = ∂µΓλνσ − ∂νΓλµσ + ΓλµρΓ

ρ
νσ − ΓλνρΓ

ρ
µσ (2.72)

Rτσµν = gτλR
λ
σµν =

= gτλ(∂µΓλνσ − ∂νΓλµσ + ΓλµρΓ
ρ
νσ − ΓλνρΓ

ρ
µσ) (2.73)

1.
Rτσµν = −Rτσνµ − î÷åâèäíî (2.74)

2.
Rτσµν = −Rστµν (2.75)

� íå î÷åâèäíî, èñïîëüçóåò ìåòðè÷íîñòü è ñèììåòðè÷-
íîñòü, íå óíèâåðñàëüíî

Γξ,νσ = gξλΓλνσ =
1

2
(∂νgσξ + ∂σgξν − ∂ξgνσ) (2.76)

Rτσµν = +gτλ(∂µΓλνσ + ΓλµρΓ
ρ
νσ) (2.77)

−gτλ(∂νΓ
λ
µσ + ΓλνρΓ

ρ
µσ)

νσ ≡ ..

gτλ(∂µΓλ.. + ΓλµρΓ
ρ
..) = gτλ∇µΓλ.. = ∇µ(gτλΓλ..) =

= ∇µ(Γτ,..) = ∂µΓτ,.. − ΓλτµΓλ,.. =

= ∂µΓτ,νσ − gλξΓξ,τµΓλ,νσ (2.78)

gτλ(∂νΓ
λ
µσ + ΓλνρΓ

ρ
µσ) = ∂νΓτ,µσ − gλξΓξ,τνΓλ,µσ (2.79)

Rτσµν = ∂µΓτ,νσ−∂νΓτ,µσ+gλξ(Γξ,µσΓλ,ντ−Γξ,νσΓλ,µτ ) =

=
1

2
(∂µ∂σgτν − ∂µ∂τgνσ − ∂ν∂σgτµ + ∂ν∂τgµσ)+

+ gλξ(Γξ,µσΓλ,ντ − Γξ,νσΓλ,µτ ) (2.80)



Îòñþäà ñâîéñòâî (2.75) óæå î÷åâèäíî.

3.
Rτσµν = Rµντσ F (2.81)

4.
Rσ

ρµν + Rσ
µνρ + Rσ

νρµ = 0 (2.82)

Èç òîæäåñòâà ßêîáè:

[∇ρ, [∇µ,∇ν]]ϕ+[∇µ, [∇ν,∇ρ]]ϕ+[∇ν, [∇ρ,∇µ]]ϕ = 0;
(2.83)

[∇ρ, [∇µ,∇ν]]ϕ =

= ∇ρ([∇µ,∇ν]ϕ)− [∇µ,∇ν]∇ρϕ =

= \åñëè íåò êðó÷åíèÿ\ = −[∇µ,∇ν]∂ρϕ =

− ∂σϕRσ
µνρ ⇒ (2.82) (2.84)

5. Òîæäåñòâî Áüÿíêè:

∇ρR
λ
σµν +∇µR

λ
σνρ +∇νR

λ
σρµ = 0 (2.85)

Ïåðåéòè â ëîêàëüíî-ëîðåíöåâó ñèñòåìó îòñ÷åòà, ïî-
ëó÷èòü òîæäåñòâî â íåé (èñïîëüçóÿ Γλµν = 0). Èñïîëü-
çóÿ òåíçîðíûé õàðàêòåð ðàâåíñòâà, îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî âåðíî è â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà F.

×èñëî íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò F:

N =
n2(n2 − 1)

12
(2.86)

n = 4→ N = 20 (2.87)
n = 3→ N = 6 (2.88)
n = 2→ N = 1 (2.89)

Òåíçîð Ðè÷÷è:

Rµν = Rλ
µλν (2.90)

Rµν = RνµF (2.91)

Ñêàëÿð êðèâèçíû (íå ãàóññîâà êðèâèçíà!):

R = gµνRµν = Rµ
µ = Rλν

λν (2.92)


