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Благополучно пройдя через периоды энтузиазма, неоправданныx надежд
и неизбежного разочарования, теория струн вступила в полосу спокойного
развития и продолжает привлекать внимание теоретиков. Хотя струнная про8
грамма объединения фундаментальных взаимодействий отнюдь не утратила
своей актуальности, все шире осознается, что она есть скорее приложение,
чем содержание струнной теории. Многие, если не большинство, из задач,
решаемых в этой области, имеют разве что косвенное отношение к проблемам
физики элементарных частиц. Развитие ее все в большей степени диктуется
своей внутренней логикой, а не потребностями того или иного приложения.
Постепенно, как это и должно быть в полноценной теории, эта внутренняя
логика, а не трудности альтернативных подходов, становится обоснованием
струнного сценария объединения. Более того, следуя этой логике, в орбиту
теории струн вовлекаются все более разнообразные области физики и мате8
матики, и это приводит к образованию новой несущей конструкции в здании
современного естествознания, внося новые штрихи в наше понимание струк8
туры и взаимосвязей различных наук.

Если пытаться кратко охарактеризовать предмет теории струн в его со8
временном понимании, то придется признать, что это не столько конкретная
теория или схема, сколько большая совокупность идей и методов, призван8
ных дать широкое обобщение стандартного формализма квантовой теории по8
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ля и открыть для нее множество новых возможностей и приложений. В этом
смысле теория струн — раздел математической физики, имеющий самосто8
ятельную ценность, независимую от успеха конкретных попыток построить
на ее основе модель того или иного физического явления. Здесь уместно вспом8
нить, что нередко наиболее плодотворными оказываются приложения мате8
матического формализма, о которых никто и не подозревал при его создании.
Более того, даже идеи, казавшиеся главным источником разработки такого
формализма, могут в итоге оказаться отброшенными как ложные (достаточно
вспомнить идею эфира и ее роль в открытии уравнений Максвелла). По этим
соображениям, на наш взгляд, не стоит преувеличивать, а тем более абсолю8
тизировать значение тех или иных физических идей или сценариев, исполь8
зуемых в процессе создания струнной теории, в лучшем случае их придется
еще не раз модифицировать, а в худшем — заменить на нечто совершенно
непредвиденное. Значение подобных сценариев в том, что они указывают ра8
зумное направление мыслей и позволяют оценить относительную важность
различных идей и соображений. Наличие такого рода критериев определяет
ценность теоретической физики с точки зрения математики, — и теория струн
с известным успехом играет свою роль в плане постановки новых математи8
ческих задач, одновременно указывая возможные пути их решения.

Цель этих заметок — дать схематическое описание содержания совре8
менной теории струн, хотя бы в некоторой мере отражающее все многообразие
вовлеченных в нее идей и предметов. Каждый пункт в этом перечне заслу8
живает написания отдельного большого обзора (в ряде случаев таковые уже
существуют в литературе) и, по существу, является самозамкнутой отраслью
знания.

Более того, специалисты во многих, из этих областей предпочитают вообще не пользоваться
термином "теория струн". Это, однако, не может отменить тот факт, что существует точка зрения,
позволяющая соединить все эти области в единое целое, и, как обычно, такой объединяющий подход
не только интересен сам по себе, но и приносит конкретные плоды, полезные с точки зрения узких
специалистов. (Для удобства при чтении статьи примечания автора печатаются петитом вслед за
соответствующими местами текста. — Ред.)

Содержание обзора ограничено, с одной стороны, тем, что он посвящен
только лишь зарождающейся области знания, где переоценки ценностей и
смены вех, порою весьма кардинальные, происходят довольно часто, так что
отбор материала и расстановка акцентов зависят не только от авторского про8
извола, но и от времени написания текста. С другой стороны, попытка охватить
все содержание теории заставляет отказаться от любых подробностей, и все,
что следует ниже, по смыслу и форме ближе всего к аннотированному оглав8
лению большой книги, написать которую вряд ли под силу одному человеку
из8за слишком большого количества тем, в которых ему пришлось бы быть
квалифицированным специалистом. В качестве неполноценной замены такой
книги мы приводим некоторое количество ссылок на существующие книги и
обзоры или на близкие по содержанию к обзорам оригинальные статьи, по8
священные отдельным составляющим теории струн, а также краткий словарь
специфических терминов, употребляемых в работах по теории струн (с. 135).
Сам же данный текст, возможно, поможет приступающим к изучению пред8
мета хоть как8то сориентироваться в океане статей и спекуляций, так или
иначе связанных с этой популярной тематикой.

1. Зачем нужна теория струн

Возникновение теории струн в указанном выше широком смысле этого
термина связано с необходимостью решения ряда задач, с завидным посто8
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янством возникающих в различных разделах теоретической физики, и с осоз8
нанием того, что от необходимости решения этих задач вряд ли удастся уйти.
Довольно условно эти задачи можно разделить на четыре класса:

А. Т е о р и я с и л ь н о й с в я з и и в о о б щ е т е о р и я н е л и н е й н ы х
я в л е н и й . Для обозначения всего, что связано с нелинейными явлениями,
в последние годы применяется слово "синергетика" [1]. По декларируемым
целям синергетика весьма близка к теории струн, главное же отличие связано
с существованием в последней более или менее конкретных методов анализа
задач, за что, конечно, приходится платить меньшей универсальностью (хотя
неизвестно, насколько существенными в конце концов окажутся эти ограни8
чения). Чуть более конкретно: нелинейные явления, изучаемые в теории
струн, выделены тем, что они обладают хотя бы некоторой, порою весьма
неочевидной, симметрией: например, одно из достижений теории струн со8
стоит в интерпретации ряда сложных нелинейных уравнений (в числе которых
уравнения Эйнштейна и Янга—Миллса) как принципа симметрии некоторой
квантовой теории поля (конформной симметрии двумерной сигма8модели)
[2].

Вообще струнный подход к нелинейным задачам исходит из их карди8
нальной переформулировки в терминах, характерных для квантовой теории
поля. Иногда такая переформулировка позволяет даже решать нелинейные
уравнения (пример: теория "интегрируемых" систем [3 — 7]). Чаще же ре8
зультатом является новый взгляд, выявляющий общие черты различных, на
первый взгляд, задач, и установление новых критериев "близости" и "экви8
валентности". Вообще, основным "выходом" будущей теории струн, по8ви8
димому, станет теория классов универсальности, фрагментами которой явля8
ются современные "теория катастроф" [8 — 10] и теория фазовых переходов
[11]. Последняя, точнее — задача о классификации фазовых переходов в 28
и 38мерных системах, — один из непосредственных источников происхожде8
ния двух важных разделов струнной теории: науки о 28мерных конформных
моделях и исчисления случайных поверхностей.

Говоря о струнах в контексте проблемы сильной связи нельзя не упомя8
нуть и "наивного" соотношения между ними: бывает, что в режиме сильной
связи истинные возбуждения ("квазичастицы") устроены как одномерные на8
тянутые нити. Более того, такая ситуация весьма обычна в нашем мире, что
напрямую связано с трехмерностью пространства. Самый знаменитый пример
такого рода — квантовая хромодинамика [12] — теория сильных взаимодей8
ствий: уместно вспомнить, что именно этой задаче теория струн обязана своим
появлением на свет [13 — 17]. Мы еще будем иметь случай обсудить эти
"наивные" проблемы чуть более подробно.

Б. Т е о р и я с и с т е м со м н о г и м и ф а з а м и и м е ж ф а з о в ы м и
ф л у к т у а ц и я м и . Этот круг проблем имеет тесною связь с предыдущим.
В самом деле, проблема сильной связи, по крайней мере в тех случаях, когда
мы умеем или хотя бы догадываемся, как се решать, сводится к нахождению
точки зрения, с которой исследуемая система выглядит как слабо взаимодей8
ствующая. В физических терминах это означает, что в сильно взаимодейст8
вующей системе выделяются коллективные состояния (возбуждения, квази8
частицы), взаимодействие которых друг с другом относительно невелико. На
формальном языке речь идет о замене переменных, превращающих систему
уравнений в линейную ("интегрируемый" случай) или слабо нелинейную. В
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последнем случае изменение параметров системы может снова превратить
слабо нелинейную систему в сильно нелинейную; другими словами, в неко8
торой области изменения параметров взаимодействие квазичастиц вновь ока8
зывается сильным. Тогда возникает необходимость в поиске других коллек8
тивных переменных, других квазичастиц, адекватных описанию этой области
в пространстве параметров. Такая смена одного набора квазичастиц другим
составляет основное содержание учения о фазовых состояниях и переходах
между ними. Классический раздел теоретической физики, посвященный этому
учению (статистическая физика), однако, ограничивается простыми ситуа8
циями, когда у системы мало различных фазовых состояний, а переходы между
ними достаточно отчетливы. В последнее время, однако, все больший интерес
вызывают задачи, в которых дело обстоит более сложно. Прежде всего, от8
крыты интереснейшие физические системы, в которых число фаз неограни8
ченно велико; более того, велики и флуктуации между различными фазами,
и содержательные классы универсальности для них должны определяться из
каких8то иных соображений. Наиболее известные из таких систем — спиновые
стекла и нейронные сети [18 — 20],

Собственно, сюда следует отнести любые аморфные состояния. Эволюцию аморфной среды
можно рассматривать как прохождение через последовательность практически идентичных мета8
стабильных фаз, не разделенных ни потенциальными барьерами, ни различием симметрии, ни
какими8либо иными качественными характеристиками. Подчеркнем в этой связи, что хотя часто
говорят об "аморфной фазе" или о "фазе спинового стекла" как о чем8то едином, они фактически
являются наборами бесконечного числа фаз с различными конфигурациями фоновых полей.

Второй класс задач восходит к формальной статистической физике, изу8
чающей соотношение между микро8 и макроскопическим описанием. Понятие
о фазах — это, разумеется, типично статистическое, приближенное понятие.
В одной фазе всегда существуют флуктуации (квантовые ли, температурные
ли), связанные с образованием виртуальных зародышей других фаз. Поэтому
любая точно определенная величина в одной какой8то фазе неизбежно несет
в себе информацию и о всех остальных фазах, и только в определенном при8
ближении ею можно пренебречь. Дискуссии о роли и важности такой инфор8
мации периодически вспыхивают по самым разным поводам (к этому кругу
вопросов относятся, в частности, задачи о рассеянии на когерентных состоя8
ниях, вопрос о "точной ренормгруппе" и многие другие). Еще одну ситуацию
(объединение взаимодействий), в которой необходимо изучать многофазные
системы, мы обсудим несколько позже, в пункте В.

Подход к многофазным системам, подразумеваемый теорией струн, ос8
нован на уже упоминавшейся переформулировке различных нелинейных
уравнений (например, уравнений состояния в различных фазах) в новых тер8
минах, сглаживающих такие существенные различия между фазами и урав8
нениями, как число переменных, порядок и число уравнений, даже размер8
ность пространства, в котором они записаны. После подобной переформули8
ровки открывается возможность плавной интерполяции между совершенно
разными типами уравнений, т.е. в точности то, что требуется при описании
непрерывного перехода из одной фазы в другую. Сразу же следует сказать,
что до практического использования открывающихся в этом направлении воз8
можностей дело пока не дошло, изучение таких приложений теории струн
только начинается.

В. О б ъ е д и н е н и е ф у н д а м е н т а л ь н ы х в з а и м о д е й с т в и й .
Эта проблема заслуживает отдельного обсуждения уже из8за своей особой
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роли в естествознании, но мы тем более не можем обойти ее вниманием,
поскольку создание единой теории всех фундаментальных взаимодействий
("теории всего") — самый амбициозный из проектов, связанных со струнами
[21, 22]. Фактически имеется целых два проекта, а не один, которые не ис8
ключают, а, скорее, дополняют друг друга. Однако каждый сценарий имеет
смысл и сам по себе, и если один будет, в конце концов, признан неудачным,
это не приведет к автоматическому исключению второго.

Первый сценарий, который можно считать наивным и прямолинейным
приложением теории струн к проблеме объединения взаимодействий, припи8
сывает струнам фундаментальную природу — элементарными объектами
предполагается считать не точечные частицы, а одномерные протяженные
объекты. С точки зрения стандартной теории элементарных частиц это рав8
носильно гипотезе о существовании бесконечно большого многообразия частиц
с определенным образом упорядоченными спектром масс, спинами и струк8
турой взаимодействий. Замечательным образом такая гипотеза не только не
приводит к противоречиям с существующими экспериментальными данными
(большинство дополнительно введенных частиц имеет очень большие массы
и практически ненаблюдаемо), она не ухудшает и "качества" теории как кван8
товой теории поля, несмотря на введение новой бесконечности (бесконечного
числа частиц). Более того, такой ценой удается исходную теорию улучшить —
новая бесконечность способна побороть старые ультрафиолетовые расходи8
мости! Мало того, что на этом пути можно построить перенормируемую теорию
квантовой гравитации, оказывается принципиально возможным отказаться и
от самого (отравившего жизнь многим поколениям теоретиков) принципа пе8
ренормируемости — открывается возможность построить конечную фунда8
ментальную теорию. Приятно также, что в рамках такого подхода находят
естественное развитие идеи Калуцы—Клейна [23 — 26], позволяющие зако8
дировать всю структуру модели объединения (калибровочные симметрии, со8
став полей, константы связи) в геометрических и даже топологических свой8
ствах некоторого многообразия (это известно как формализм "компактифи8
кации"). Главным же недостатком, унаследованным, впрочем, от любых "до8
струнных" подходов к объединению взаимодействий, является отсутствие
селективности: струнных моделей объединения оказывается ничуть не мень8
ше, чем обычных, — сохраняется практически неограниченный произвол в
выборе калибровочной группы, состава (струнных) полей и т.д. С другой сто8
роны, основным стимулом поиска Великого объединения [27 — 32] является
вера в существование истинно фундаментальной, единственно правильной
"теории всего", свободной от какого8то ни было произвола (хотя с этим могут
не согласиться, например, приверженцы антропного принципа [37]).

Обычная надежда "моделестроителей", занимающихся теорий объедине8
ния, состоит в том, что многие модели представляются им внутренне проти8
воречивыми, например имеют аномалии [34, 35], или неперенормируемы,
или страдают от проблемы "нуль8заряда" [36] и т.п. Более того, на некоторых
этапах развития казалось, что придумать нетривиальную непротиворечивую
теорию, которая содержала бы и стандартную модель, и квантовую гравита8
цию, просто невозможно, ну а если уж как8то и удастся, то вряд ли таких
теорий будет слишком много.

Именно в такой ситуации возник "струнный бум" 1984 г., когда выяс8
нилась обреченность синтеза теории Калуцы—Клейна с (D = 11)8супергра8
витацией (основного в то время претендента на роль "теории всего") и почти
одновременно стало известно [37, 38], что существует некоторая струнная
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[38]), пригодная для роли непротиворечивой

модели объединения [39]. Модель эта была выделена из известного в то время
множества струнных теорий критериями безаномальности и конечности. Как
это не раз случалось и в дострунную эпоху, дальнейший ход событий показал,
что то, что в начальный момент казалось неодолимой патологией альтерна8
тивных теорий, на самом деле является патологией конкретного формализма,
использовавшегося при их анализе (в частности, сегодня вряд ли надо убеждать
теоретиков в существовании непротиворечивых теорий с аномалиями; конеч 
ные же модели в теории струн тоже, по8видимому, не очень большая редкость).
Кроме того, неизмеримо возросло и число альтернативных струнных моделей
(в том числе безаномальных и конечных). Тем самым взамен уникальной
непротиворечивой модели получилось целое многообразие — порочная цепь
не оборвалась на наивном струнном сценарии. Последняя надежда, которая
остается у его приверженцев, — пока не проведенный до конца анализ не8
пертурбативного поведения струн, который может выявить новые непредви8
денные патологии большинства из остающихся моделей. Надежда эта кажется
призрачной уже из общих соображений, но, хуже того, — она вряд ли согла8
суется даже с тем немногим, что уже известно о непертурбативной теории
струн: как мы увидим, все свидетельствует скорее в пользу второго, "нена8
ивного" сценария. В нем использованы идеи, возникшие никак не позже, чем
предыдущий сценарий. Очевидно, альтернатива попыткам идентифицировать
"теорию всего" с "единственной непротиворечивой" моделью квантовой те8
ории поля или теории струн — это ее отождествление с каким8то объединением
всех таких моделей. Иными словами, различные модели могут интерпрети8
роваться как отвечающие различным фазам единой теории. (Возможно, имеет
смысл упомянуть, как аналог подобного подхода в несколько ином контексте,
концепцию "адронной демократии", или бутстрапа. Отметим заодно, что раз8
работанный для более узких целей формализм "конформного бутстрапа" яв8
ляется даже весьма эффективной техникой вычислений.) Нелишне заметить
также, что реализация подобной идеи об априорном равноправии всех мыс8
лимых моделей теории поля (или теории струн) придала бы названиям "теория
всего" и особенно "единая теория поля" совершенно буквальный смысл.

На практике оеализация такого сценария требует прежде всего единооб8
разного описания самых разных моделей и погружения их в какое8то единое
"конфигурационное" (или "фазовое") пространство "единой теории поля".
Следующим шаром должно явиться задание какой8то динамики на этом про8
странстве. Наконец, эта динамика должна привести к выделенности отдельных
точек (фаз) в этом конфигурационном пространстве в определенных условиях
(например, при "низких энергиях"). Иными словами, в таком сценарии пред8
полагается снабдить "теорию всего" сложной фазовой структурой, а конкрет8
ные известные нам свойства мироздания интерпретировать как следствие ди8
намического отбора одной из многих a priori мыслимых моделей квантовой
теории поля. Теория струн доставляет, по крайней мере, принципиальную
возможность реализации подобного сценария [40, 41], хотя от этой возмож8
ности до практической реализации еще очень далеко (не говоря уже о том,
что в ходе работы сам сценарий может сильно измениться). Замечательно,
однако, что известно уже косвенное указание на адекватность подобных идей
формализму теории струн: оказывается, что в непертурбативной области ес8
тественно происходит объединение ряда струнных моделей, различавшихся
на пертурбативном уровне (так и должно быть, согласно нашему сценарию:
если разные модели объединены в единое целое, то квантовые флуктуации,
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возможно, непертурбативные, обязаны их перемешивать).
Было бы преувеличением сказать, что второй сценарий (в отличие от

первого) привлекает большое внимание теоретиков, но он, во8первых, суще8
ствует, а во8вторых, больше отвечает самой природе теории струн, и попу8
лярность его (или какой8то модификации) среди тех, кто этой теорией зани8
мается, наверняка будет возрастать.

Г. К в а н т о в а н и е а л г е б р о 8 г е о м е т р и ч е с к и х с т р у к т у р .
В физике актуальность таких проблем определяется задачей о квантовой гра8
витации. Хотя никакого серьeзного оправдания стремлению совместить общую
теорию относительности с квантовой механикой пока неизвестно, внимание
к этой проблеме не ослабевает. Фактически в большинстве предпринимаемых
попыток парадигма квантовой механики считается более ценной, чем идея о
геометрии пространства8времени.

Вместо этой конкретной идеи считается важным ориентироваться на общий философский
принцип Эйнштейна: правильность фундаментальной теории в значительной степени определяется
ее математической красотой. От нее, несомненно, ждут алгебро8геометрического изящества, но
не требуют, чтобы оно обязательно выразилось в терминах 48мерной римановой геометрии.

В этом смысле струнный сценарий не является исключением; более того,
в нем само пространство8время является не более чем эффективным объектом,
возникающим в определенных обстоятельствах. Это свойство, видимо, следует
считать естественным для любой теории, призванной описать все предпола8
гаемые прелести квантовой гравитации, включая флуктуации с изменением
топологии. Замечательно, что связь геометрии и динамики в теории струн
становится еще более тесной и что естественным оказывается появление полей
Янга—Миллса и их глубокая связь с гравитацией.

В совсем иной плоскости лежит связь струн и гравитации, продиктованная
особой ролью двумерной гравитации в теории струн. Двумерная гравитация
замечательна тем, что она всецело квантовая, и изучение ее (неизбежное
при построении теории струн) проливает некоторый свет на то, как устроена
квантовая гравитация вообще.

Наконец, нельзя не упомянуть математическую сторону дела. Многие
струнные модели имеют богатые алгебраические и геометрические свойства.
Фактически с любым алгебро8геометрическим объектом можно связать спе8
циальную струнную модель.

Если это многообразие с заданной метрикой, то по нему строится сигма8модель; если задана
только топология, то — топологическая модель; если задано нечто промежуточное, скажем, ком8
плексная структура, то надо анализировать только инетантонные флуктуации на мировом листе.
Аналогично с алгеброй Ли ассоциируются струнные модели, для которых она является либо гло8
бальной симметрии, либо киральной алгеброй, либо полной алгеброй симметрии, и т.п.

С другой стороны, теория струн — это квантовая теория, поэтому не8
удивительно, что во многих случаях исходная алгебро8геометрическая струк8
тура оказывается деформированной при учете флуктуаций и/или взаимодей8
ствий струн. На этом пути возникает естественное описание (или определение)
квантовых групп, квантовых пространств и других объектов, представляющих
большой интерес для современной математики. Выделенность теории струн
среди других физических теорий в этом плане состоит в возможности, с одной
стороны, просто связать самые разнообразные алгебро8геометрические объ8
екты с динамикой (формой двумерного действия) каких8то струнных моделей,
а с другой стороны, надежно оценить результат струнных взаимодействий —
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большинство из задач теории струн допускает исчерпывающее решение за
вполне конечное время.

Итак, мы попытались объяснить, кто и зачем мог бы интересоваться те8
орией струн и какого сорта результаты можно было бы, no8крайней мере в
принципе, из нее извлечь. Теперь остается (еще более бегло) описать состав8
ные части этой теории и указать места, в которых следовало бы искать ответы
на те или иные конкретные вопросы. Мы приведем это описание, следуя в
основном историческому развитию, с тем, чтобы сделать более наглядной его
внутреннюю логику. В какой8то степени понимание этой логики позволяет
угадать направление дальнейшего движения, а прошлый опыт показывает,
что нетривиальные задачи, диктуемые струнной программой, обычно находят
свое решение, причем достаточно глубокое для того, чтобы породить новые
проблемы, чье решение породит... Мы не знаем, сколь долго еще протянется
эта счастливая цепочка и не оборвется ли она прежде, чем все вооружение
обретет какие8то признаки завершенности, но пока что удача сопутствовала
теории струн...

2. Струны как квазичастицы

Мы начнем с перечня ситуаций, в которых струны возникают "сами по
себе", независимо от нашего желания и воли. Уже само существование по8
добных ситуаций делает необходимым построение и изучение теории струн,
поэтому естественно предпослать их описание как более спекулятивным сце8
нариям с участием струн в роли фундаментальных объектов, так и изложению
формализма теории.

Струна в самом наивном смысле слова — это одномерный протяженный
объект с натяжением, т.е. энергия его растет с длиной Струна
из музыкальных инструментов (нерелятивистская струна), давшая свое имя
всему предмету, имеет закон "дисперсии"

который для малых колебаний превращается в линейный,
реписанный в терминах амплитуды A малых поперечных колебаний, снова
становится квадратичным: Конечно, в теории музыкальных струн
нас вряд ли ждет много неожиданностей, но не упомянуть их для полноты
картины было бы нельзя. Другой важный пример нерелятивистских струн —
полимеры, в том числе белковые молекулы.

Несколько более интересно появление струн в роли устойчивых квази8
частиц, а также при изучении нетривиальных фазовых состояний и, в част8
ности, при нарушениях симметрии. Возникновение струн в такой ситуации
не только не редкость, а скорее закономерность: среди самых известных при8
меров вихри (смерчи) в ламинарных потоках, линии дислокации в кристал8
лических решетках, абрикосовские нити в сверхпроводниках, дираковские
нити, связанные с монополями в калибровочных теориях, "космические стру8
ны" в разнообразных моделях со специфическим хигтсовским сектором и т.п.
Причиной распространенности струноподобных образований в теориях, име8
ющих отношение к нашему миру, является трехмерность пространства. Что8
бы ответить на вопрос, как устроены простейшие топологически устойчивые
квазичастицы, надо знать, что следует выбросить из R3, чтобы сделать его
неодносвязным. Ответ очевиден: одномерные линии. Это означает, что по8
крайней мере в тех ситуациях, где имеется характеристика ("параметр по8



где G — элемент компактной U(l).
Более того, в подобных ситуациях очевидно, что энергия квазичастицы

прямо пропорциональна ее длине: это следует из равноправности всех
фрагментов линии — постоянства плотности энергии. Такой закон дисперсии
характерен для "релятивистских" струн, и мы видим, что релятивистские
струны естественно возникают в совершенно нерелятивистских системах. Ди 
намика струн, как и любых иных механических объектов, определяется не
столько энергий, сколько действием — интегральной характеристикой миро8
вой двумерной поверхности, заметаемой одномерной струной в процессе дви8
жения. Получить некоторое представление о форме действия можно, проин8
тегрировав энергию по времени, и уже на этом основании легко сообразить,
что закон дисперсии подразумевает, что действие окажется пропор8
циональным площади мировой поверхности, Такая формула явно оз8
начает равноправие двух измерений — временного и пространственного —
на мировой поверхности, — именно это является источником термина "ре8
лятивистская струна".

Собственно теория струн начинается с изучения квантовых релятивист8
ских струн. Мы уже выяснили происхождение "релятивизма", теперь надо
заняться квантованием. Разумеется, можно просто сказать, что нас интересует
квантовая механика упомянутых выше квазичастиц. Тогда мы естественно
придем к задаче о вычислении интеграла по их траекториям — (случайном)
мировым поверхностям, взятых с весами Правда, в приведенных
выше примерах эта задача представляет разве что академический интерес —
квантовые эффекты в указанных ситуациях не слишком существенны. В них
гораздо более важны другие — температурные — флуктуации, но, как изве8
стно, с формальной точки зрения разница между квантовыми и температур8
ными флуктуациями практически отсутствует, достаточно заменить мнимую
экспоненту в функциональном интеграле на вещественную.

Вернемся теперь на шаг и заметим, что помимо решения "уравнения"
"R

3
 –? = неодносвязно" представляет интерес и ответ на вопрос "R3 – ? =

= несвязно". Этот вопрос связан, например, с разделом различных фаз. От8
ветом на него, естественно, является "? = двумерная поверхность" — в трех8
мерном мире фазы разделены поверхностями. В двумерном мире R2 фазы
разделялись бы линиями. Изучение этих линий полезно хотя бы потому, что
в системах с фазовыми переходами второго рода плотности энергий различных
фаз совпадают, и вся свободная энергия системы оказывается связанной с
линиями фазового раздела. Более того, в системе с близкодействием энергия
просто концентрируется вблизи линии раздела и фактически пропорциональ8
на ее длине, т.е. мы возвращается к знакомому соотношению
числение статсуммы теории после этого сводится к суммированию по произ8
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рядка"), принимающая значения в окружности, можно гарантировать суще8
ствование стабильных струноподобных квазичастиц.

Чаще всего это фаза фермионного поля или элемент группы U (1). Не для вcех из приведенных
выше примеров квазичастиц очевидно, как они укладываются в эту схему (например, вихри в жид8
костях и пр.). Более универсальным критерием может показаться наличие переменных, подчи8
ненных уравнению

Но на практике решение этого уравнения представляется в виде
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вольному (случайному) расположению линий раздела фаз с весами
зависимости от конкретной модели следует разрешить или запретить само8
пересечения линий). Классический пример такой задачи — модель Изинга —
одна из самых популярных моделей, рассматриваемых по разным поводам в
теории струн. Возвращаясь к mpехмерному миру R3, мы получим поверхности
раздела, свободные энергии, пропорциональные площади, и суммы по слу8
чайным поверхностям с весами

Таким образом, задача о вычислении возникает при изучении:
1) термодинамики (2 + 1)8мерных многофазных систем; 2) квантовой меха8
ники или термодинамики (релятивистских) точечных частиц. Из8за пункта
2) этот круг вопросов относится к ведению теории частиц, т.е. решается ме8
тодами обычной квантовой теории поля. Аналогичным образом, задача о на8

связана с изучением 1) термодинамики (3 + 1)8мерных мно8
гофазных систем и 2) квантовой механики (термодинамики) релятивистских
струн. Уже в этом смысле теория струн обобщает теорию частиц и обычную
квантовую теорию поля (КТП).

В принципе иерархия может быть продолжена: имеет смысл стремиться
к созданию теории мембран ((2 + 1)8мерных объектов) и общей теории p8бран
((p + 1)8мерных систем). Отметим, что в такой схеме обычный подход к ис8
следованию нашего мира путем анализа (3 + 1)8мерных полевых теорий по8
падает в пункт 2) для 38бран. Сила теории струн, однако, в наличии допол8
нительных возможностей: кое8какие вопросы из следующих уровней иерархии
можно пытаться решить и на более низких уровнях. В частности, в следующих
разделах мы еще вернемся к вопросу об исследовании весьма общих (p + 1)8
мерных моделей КТП в терминах струн, а не p8бран. Такая возможность
неудивительна: в принципе, любая локальная к ТП может быть описана и
на языке точечных частиц — такое описание известно как формализм пер8
вичного квантования (или, что то же самое, техника фейнмановских диаг8
рамм) , однако оно не слишком эффективно, за исключением некоторых спе8
циальных (хотя и очень важных!) случаев, когда можно ограничиться ана8
лизом пертурбативного режима. Замечательным образом эффективность та8
кого формализма резко возрастает при переходе от частиц к струнам. Еще
более замечательно, что этот формализм может по8прежнему быть применен
к изучению обычных локальных КТП. Нетрудно поверить, что при переходе
от струн к p8бранам с p > 1 сложности снова возрастают, и струны тем самым
оказываются как бы "золотой серединой" — формализм уже достаточно сло8
жен и богат, чтобы адекватно отразить важные черты изучаемых моделей,
но еще достаточно прост, чтобы быть работоспособным.

Прежде чем перейти к следующим сюжетам, приведем еще несколько
задач, в которых естественно возникают либо сами струны, либо какие8то
иные важные объекты из теории струн. Начнем с того, что, обсуждая выше
появление струн в роли квазичастиц, мы фактически ограничились "случаем
общего положения", когда их выход на сцену диктуется надежными тополо8
гическими причинами.

Бывают, однако, и более сложные, а значит, и интересные мотивы —
динамические. Самый важный пример здесь — фаза конфайнмента в (3 + 1)8
мерных неабелевых калибровочных теориях, в том числе в КХД. В этой фазе
силовые линии калибровочного поля за счет взаимного притяжения сжима8
ются в узкие трубки с практически постоянной линейной плотностью энергии,
т.е. в качестве квазичастиц (адронов, если пользоваться языком КХД) в этой
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фазе возникают релятивистские струны. Во многом они напоминают абрико8
совские нити в сверхпроводнике, но источник их возникновения на этот раз
динамический: нельзя, как это делается в сверхпроводящей (хиггсовской) фа8
зе, выделить промежуточный этап — образование конденсатов, приводящих
к спонтанному "нарушению" калибровочной симметрии, а затем уже, по то8
пологическим соображения, и к существованию струноподобных квазичастиц.
В силу этой своей динамической природы, во8первых, струны в фазе конфай8
нмента существенно квантовые, а во8вторых, "толщина" их, регулирующая
точность описания на языке теории струн, не является независимым пара8
метром.

Второе обстоятельство — одна из главных трудностей применения теории
струн в фазе конфайнмента: легко описываются только достаточно длинные
(возбужденные) струны — адроны с высокими спинами и массами. Задача о
струнах8адронах в КХД — это не просто пример применения теории струн к
описанию режима сильной связи (которым является фаза конфайнмента с
точки зрения янг8миллсовской формулировки КХД); это — задача, с которой
теория струн начала свою жизнь. Попытка сформулировать КХД (теорию
сильных взаимодействий) в терминах струн (так называемых дуально8резо8
нансных моделей [13 — 17]) на несколько лет опередила формулировку в
терминах полей Янга—Миллса.

В этом разделе уже упоминались статистические системы, их разные фазы
и переходы между ними, особенно ситуации с фазовыми переходами второго
рода. У переходов второго рода есть еще одна неожиданная связь с теорией
струн. Дело в том, что в моменты таких переходов радиус корреляции обра8
щается в бесконечность, и любые системы в точках фазового перехода второго
рода приобретают дополнительную симметрию — конформную.

Конформная симметрия богата (бесконечномерна) лишь в дву(и
мерной ситуации, и класс конформных теорий хорошо выделяется на фоне
всевозможных 28мерных моделей КТП. Более того, из8за бесконечного ради8
уса корреляции конформные статистические системы, как правило, a priori
заданные на решетках, а не в непрерывном пространстве R2, прекрасно опи8
сываются в терминах локальной КТП. Задача о фазовых переходах второго
рода в (2 + 1)8мерных системах, или, что то же, о двумерных конформных
теориях, является одной из классических в современной теоретической фи8
зике, и про нее известно достаточно многое. С другой стороны, 28мерные кон8
формные теории — один из центральных объектов теории струн: в ней кон8
формные модели задают форму действия струны на мировом листе (которое
в простейшей ситуации, для бозонной струны, было просто площадью поверх8
ности).

Особого упоминания, коль скоро зашла речь о двумерных статистических
системах (т.е. физике тонких пленок), заслуживают теория квантового эф8
фекта Холла и тесно связанная с нею теория анионов. По крайней мере, в
первом случае имеет смысл описание в терминах многих фаз, переходы между
которыми (переходы деконфайнмента) связаны, как обычно, с восстановле8
нием конформной инвариантности. Особый интерес и известные трудности
здесь представляет выход за пределы статического приближения, что описы8
вается с помощью (2 + 1)8мерной модели Чернa—Саймонса — еще одного
важного персонажа теории струн. Этот круг проблем привлекает большое вни8
мание из8за существования ярких качественных эффектов типа квантования
холловской проводимости [42 — 44] и анионной сверхпроводимости [45].

Перечислим еще несколько разделов теоретической физики, ждущих
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своей (наверняка существующей) переформулировки в терминах теории
струн. Прежде всего это теория полимеров и биологических мембран. В прин8
ципе, теория струн, в которой принято населять нити и поверхности всякими
дополнительными объектами и изучать, что из этого получается, как будто
специально создана для подобных приложений, однако серьезных попыток в
этом направлении пока не предпринималось. Другой круг вопросов — теория
хаоса [46 — 48]. Популярны усилия построить такую теорию на языке учения
о фракталах [49], которое, в свою очередь, очень близко к квантовой грави8
тации, а значит, и к теории струн. Выяснение этих связей пойдет во многом
параллельно исследованию параллелей между хаосом и квантовой теорией,
что, собственно, составляет одну из главных задач исследователей хаоса. В
определенной связи с предыдущими находятся уже упоминавшиеся проблемы
многофазных систем типа спиновых стекол и нейронных сетей [18 — 20].
Хотя конкретная их связь с теорией струн пока неясна, отдельные параллели
(например, P8адический формализм [18, 50, 51]) впечатляют.

Вообще, в перспективе теория струн может оказаться полезной для пе8
ревода самых разнообразных задач дискретной математики на язык непре8
рывной (аналитический) и наоборот. Первым успехом на этом пути была,
конечно, сама квантовая механика, допускающая две эквивалентные форму8
лировки — матричную (дискретную) и функциональную (непрерывную), луч8
шим выражением которой стал интеграл по путям Винерa—Диракa—Фейн8
мана [52]. С этой точки зрения достижение теории струн состоит в предло8
жении рассмотреть более богатый класс интегралов по путям — интегралы
по случайным поверхностям (а не только линиям) — и тем самым резко рас8
ширить спектр задач, допускающих формулировку в таких терминах. По8
скольку важность (и сложность) создания эффективной дискретной матема8
тики для дальнейшего прогресса естествознания (особенно в сферах биологии
и искусственного интеллекта) вряд ли вызывает сомнения, одна эта перспек8
тива способна поддержать интерес к теории струн.

На этом мы прервем рассказ о струнах, которые возникают "сами по
себе" — в задачах, a priori не имеющих никакого к струнам отношения. Как
мы видели, список таких задач не так уж мал. Перейдем теперь на более
спекулятивный уровень — поговорим о фундаментальных струнах. В отличие
от обсуждавшихся выше, фундаментальные струны — чисто гипотетический
объект, и основания для гипотезы об их существовании чисто умозрительные.
Более того, появление экспериментальных оснований в обозримом будущем
даже не предполагается; лучшее, на что можно надеяться, — весьма косвенные
свидетельства, которые, даже если и обнаружатся (что тоже не слишком ве8
роятно) , вряд ли будут иметь доказательную силу. Сколь ни печальным яв8
ляется это обстоятельство, оно имеет слишком ясные причины: достижение
поистине интересной (планковской) энергетической области, в которой только
и могут в полной мере проявиться квантовые свойства гравитации, нашей
цивилизации пока не по плечу (при традиционном подходе это потребует
увеличения возможностей современных ускорителей на 16 порядков). Неко8
торым утешением может служить то, что мы еще не знаем вполне, что вышло
бы, достигни мы этой области на практике: не стоит забывать, что в подобных
условиях рождалась наша Вселенная, и кто знает, к чему приведет попытка
эти условия воспроизвести.

Мысль об опасности подобных экспериментов неоднократно подчеркивалась Л.Б. Окунем в
связи с обсуждением задачи о катализе распада ложного вакуума.

Так что не только недостаток материальных средств, но и здравый смысл
заставляет в ближайшие десятилетия полагаться на силу разума, а не экспе8
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римента при обсуждении основ мироздания. Пока что гипотеза о фундамен8
тальных струнах — лучшее, что породил разум для этих целей, и нам не
остается ничего иного, как перейти к описанию этой гипотезы.

3. Фундаментальные струны как модель фундаментальных взаимодей>
ствий

Разработка струнных сценариев объединения фундаментальных взаимо8
действий (электромагнитного, слабого, сильного и гравитационного) вызвана,
конечно, определенными проблемами более традиционных подходов. Чтобы
понять эти проблемы, полезно вспомнить, вообще известно о фундамен8
тальных взаимодействиях. Мы знаем, что первые три из них (исключая гра8
витационное) замечательно описываются стандартной моделью [12, 27 —
32] — соединением модели Глэшоу—Вайнберга—Салама (ГВС) и квантовой
хромодинамики (КХД).

Мы не будем вдаваться в обсуждение трудностей и неясностей стандартной модели. Упомянем
лишь, что они бывают трех типов. Во8первых, в КХД есть проблема конфайнмента. Здесь слово
"проблема" надо толковать как "задача": есть сложная задача об описании режима сильной связи,
но ее нерешенность (или неполная решенность) ни в коей мере не ставит под сомнение адекватность
КХД как теории сильных взаимодействий. Во8вторых, в модели ГВС есть проблема хиггсовского
сектора: неясно, какой из многих возможных способов его устройства следует предпочесть. Мы не
склонны считать это серьезной проблемой в том смысле, что будущие эксперименты отберут ка8
кую8то из этих предвидимых (и даже в известной мере просчитанных) возможностей, и вряд ли
мы будем особенно удивлены этим выбором: мы все равно не понимаем, чем надо руководствоваться,
чтобы предпочесть одну из многих альтернатив (фундаментальный или составной хиггсовский бо8
зон или бозоны; если фундаментальный, то образает ли он супермультиплет с каким8нибудь из
известных фермионов; если составной, то — из сильно взаимодействующих W8 и Z8бозонов или
из новых фундаментальных частиц и т.п.). Что, может быть, важнее — мы и не надеемся все это
понять, не выйдя за рамки идей, заложенных в формулировку стандартной модели. В8третьих, в
ГВС существует проблема нуль8заряда. Строго говоря, это тоже проблема сильной связи, но, в от8
личие от ситуации с конфайнментом, у нас нет уверенности, что она каким8то образом разрешается
с учетом непертурбативных эффектов. Более дешевый (и почти наверняка правильный) выход из
положения связан с гипотезой о Великом объединении — интерпретации стандартной модели как
результата спонтанного нарушения более широкой калибровочной симметрии с простой калибро8
вочной группой, например SU(5), SO(10) или даже Идея Великого объединения, правда,

приносит новую "проблему" — так называемую проблему иерархии [22, 32], которая, в свою оче8
редь, разрешается введением суперсимметрии. У сценария великого суперобъединения, по8види8
мому, проблем указанного характера уже нет, имеются даже косвенные экспериментальные сви8
детельства в его пользу (например, "удачное" соотношение между измеренными значениями кон8
стант трех взаимодействий [53] и высокая стабильность протона).

Про гравитацию мы знаем только, что есть классическая гравитация —
общая теория относительности (ОТО) с действием Эйнштейна—Гильберта

и что наши экспериментальные возможности не позволяют наблюдать ни эф8
фектов квантовой гравитации, ни поправки к действию типа

даже если они существуют. Иными словами, с точки зрения обычного физи8
ческого метода царит полная гармония: имеющаяся теория соответствует име8
ющемуся эксперименту. Надо ждать новых экспериментов и надеяться, что
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они разойдутся с теорией: тогда появится необходимость теорию подправлять,
и возникнет новая работа для теоретиков. Можно даже не ждать эксперимен8
тов, а заранее подумать, какие поправки могут потребоваться. Существует
определенная уверенность, что все эти поправки сведутся к каким8то изме8
нениям калибровочной группы, состава полей, введению новых иерархий мас8
штабов нарушения симметрии.

С несколько меньшей уверенностью можно высказать более конкретную
гипотезу, что место стандартной модели на более фундаментальном уровне
займет какая8то суперсимметричная (?) модель Великого объединения. Нельзя
пока совсем исключить и альтернативный вариант, что все или большинство
полей стандартной модели окажутся чем8то типа адронов, составленных из
полей какой8то иной более фундаментальной модели с конфайнментом. Мож8
но даже предположить, что имеется целая иерархия таких моделей: при не8
достатке информации разрешенных вариантов великое множество. Важно,
однако, что все эти прогнозируемые модификации не несут с собой никаких
кардинально новых идей: они не выводят нас из класса перенормируемых ка 
либровочных моделей, и это не случайно: перенормируемость — это макси8
мум, что можно потребовать от локальной (3 + 1)8мерной теории, но и она
недостижима (в виду наличия векторных бозонов) без калибровочной сим8
метрии [27, 12].

На сегодня известен лишь один пример теории, которая, видимо, лучше перенормируемых:
совсем свободна от ультрафиолетовых расходимостей (N = 4)8суперсимметричная модель Янга—
Миллса [54]. Построить с ее помощью хоть что8нибудь, совместное со стандартной моделью, по8
видимому, не удается. Отметим символичную подробность: эта во многих отношениях замечатель8
ная (N = 4)8модель была открыта как побочный результат в работе [55], посвященной определению
модели суперструн.

Разумеется, наличие только переномируемости, а не конечности в уль8
трафиолетовой области не может вызвать большой энтузиазм, когда речь идет
об истинно фундаментальной теории, призванной описать физический мир
на сколь угодно малых расстояниях. Но вместо того, чтобы просто сожалеть
по этому поводу, полезно задать себе вопрос: а почему стандартная модель
должна быть перенормируемой и калибровочной? Если отбросить заведомо
неконструктивный ответ, что нам не удается придумать ничего другого (такой
ответ скорее указывал бы на ограниченность ума и неадекватность исполь8
зуемого формализма, чем на свойства мироздания), то остается только одно
объяснение: стандартная модель — это эффективная низкоэнергетическая
теория. Такой ответ действительно многое объясняет: эффективные теории
всегда перенормируемы и всегда обладают специфическими, в том числе ка8
либровочными, симметриями. Характерный пример эффективной теории —
фононы в твердом теле. Конкретное устройство кристаллической решетки,
ее взаимодействие с электронами может быть сколь угодно сложным; от всей
этой сложности в фононном секторе остается след лишь в форме небольшого
числа эффективных констант взаимодействия: что именно происходит на ма8
лых расстояниях (порядка длины кристаллической решетки), для фононной
физики несущественно — это прямой аналог принципа перенормируемости.
Ключевым для такой универсальности является отделенность фононного сек8
тора от всех остальных — в длинноволновом (низкоэнергетическом) прибли8
жении бесщелевые (безмассовые) возбуждения — фононы — отщепляются
от всех остальных (массивных). Остается, правда, объяснить, почему сложное
взаимодействие на микроуровне не сказывается на самом существовании фо8
нонов, — почему они не смешиваются с другими возбуждениями и не стано8



просто пока энергия и импульс малы по сравнению с М, все поправки к уравнениям движения с
тремя, четырьмя и т.д. производными несущественны. Отметим, что при таком подходе не возникает
и трудностей с числом начальных условий (которое формально зависит от порядка уравнения):
лишь часть начальных условий (ровно столько, сколько нужно) совместна с требованием отсутствия
массивных возбуждений.

Подводя итог этому умозрительному анализу, мы можем сказать, что
сами ключевые свойства стандартной модели (как и любой из моделей Вели8
кого объединения) являются серьезнейшим указанием на ее нефундаменталь8
ность — фундаментальную "теорию всего" надо искать где8то в ином месте.

Указание на направление поисков дает анализ проблем гравитации. Как
мы уже говорили, при этом предлагается исходить из абсолютной ценности
квантовой парадигмы, т.е. стремиться к созданию квантовой гравитации. Это
стремление можно оправдать хотя бы тем, что неизвестен последовательный
способ совместить квантовую материю с классической гравитацией, по8край8
ней мере если материя способна испускать и поглощать гравитационные вол8
ны. Квантовая гравитация, в отличие от классической, имеет серьезные труд8
ности. Первая из них — неограниченный рост взаимодействий виртуальных
гравитонов с ростом их энергии, ведущий к неперенормируемости гравитации.
Причина этого явления, отличающая гравитацию от иных (3 + 1)8мерных
калибровочных моделей, в том, что роль заряда играет тензор энергии8им8
пульса, и это приводит к дополнительному усилению взаимодействий с ростом
энергии. Из8за неперенормируемости гравитация не может по8настоящему
интерпретироваться как низкоэнергетическая эффективная теория: она не на8
делена способностью "забывать" подробности своего устройства на сверхма8
лых расстояниях. Поэтому, чтобы объяснить существование безмассовых ка8
либровочных гравитонов, необходимо все8таки понять это устройство: нужно
знать саму фундаментальную теорию.

Нечего и говорить, что из8за неустранимых ультрафиолетовых расходи8
мостей сама ОТО, каким8то образом проквантованная, играть роль такой фун8
даментальной теории не сможет. Как известно, глубинная причина возник8
новения ультрафиолетовых расходимостей связана с желанием иметь локаль 
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вятся массивными. Причина — наличие симметрии, обеспечивающей без8
массовость. В конкретном случае фононов — это трансляционная инвариан8
тность, спонтанно нарушенная существованием кристаллической решетки:
фононы — соответствующие голдстоуновские частицы. Другими (помимо
спонтанно нарушенной глобальной) симметриями, способными обеспечить
безмассовость, а значит, и само существование низкоэнергетического сектора,
являются калибровочная, киральная и суперсимметрия. Как видим, список
весьма ограничен, и встреча с какой8нибудь из указанных симметрии является
серьезным указанием на то, что мы имеем дело с эффективной теорией. Более
того, такой взгляд на стандартную модель позволяет естественно объяснить
еще одно ее замечательное свойство: почему все ее уравнения — дифферен8
циальные уравнения 28го порядка. Это загадка (интригующая всякого, кто
изучал курс общей физики) сразу исчезает, если признать, что такого фун 
даментального закона природы просто нет — это лишь свойство низкоэнер8
гетического приближения.

Например, уравнение Максвелла — 28го порядка потому, что действие устроенo как

на самом деле оно может иметь и вид
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ную квантовую теорию поля, т.е. с точечностью частиц. Естественный (и,
по8видимому, единственно приемлемый в случае гравитации) радикальный
путь борьбы с расходимостями — отказ от приверженности локальности и
допущения нелокальных моделей для роли фундаментальной теории. Про8
блема с такими теориями — в невнятности критериев причинности и уни8
тарности, но главное — в отсутствие эффективной техники работы с ними.
Фактически сегодня мы знаем только один класс реальных претендентов на
роль нелокальной, но причинной фундаментальной теории, реально поддаю8
щийся анализу, — это струнные модели. Из всех известных нам теорий только
они содержат поля, которые возможно интерпретировать как гравитоны, и
при этом непротиворечимым образом обрезают расходимости вблизи план8
ковской энергии. Еще раз подчеркнем, что без подобного обрезания квантовая
гравитация является теорией сильной связи, которая если и не патологична,
то, во всяком случае, вряд ли допускает существование безмассовых возбуж8
дений — гравитонов: в такой сильно взаимодействующей теории почти на8
верняка реализуется топологическая, а не голдстоуновская фаза.

Калибровочная инвариатность способна обеспечить безмассовость полей с определенными не8
тривиальными (!) трансформационными свойствами лишь при условии, что таковые имеются —
в противном случае симметрия не дает никакой полезной информации. В качестве примера до8
статочно вспомнить фазу конфайнмента — близкий аналог топологической, — там калибровочная
симметрия КХД никак не ограничивает массы бесцветных адронов.

Вторая существенная проблема квантовой гравитации — наличие флук8
туаций и переходов с изменением топологии, которые весьма проблематично
описать в терминах гравитонов, т.е. в терминах наивного полевого подхода.
На языке гравитонов изменение топологии (так же как и любое иное изме8
нение фоновой геометрии подразумевает образование специфического кон8
денсата гравитонов. Теория поля без особого труда способна описать один
какой8нибудь конденсат, но дело усложняется, если надо обсуждать множество
конденсатов и постоянные флуктуации между ними (вспомним уже упоми8
навшиеся многофазные системы!). Проблема здесь в чем8то напоминает по8
пытки описать один конденсат в формализме первичного (а не вторичного)
квантования для частиц: в принципе, возможно, но очень неразумно. Мораль,
которую можно вывести из этой аналогии, состоит в целесообразности пере8
хода от вторично квантованной теории поля к "третично квантованной" те8
ории. Это один из характерных методов теории струн, попытка его непосред8
ственного приложения к флуктуациям топологии в 48мерной квантовой гра8
витации привела к теории "дочерних вселенных" (Baby8Universes).

Во избежании недоразумений подчеркнем, что это теория феноменологического типа — она
изучает только вопрос о флуктуациях, абстрагируясь от остальных свойств и проблем квантовой
гравитации, в том числе и от проблемы расходимостей. Поэтому и все выводы теории дочерних
вселенных имеют лишь качественный и ненадежный характер — ценность подобных теорий в том,
что они позволяют вообразить, что вообще могло бы произойти в данной ситуации. Окончательный
ответ, конечно, остается за полноценной теорией квантовой гравитации, роль которой, возможно,
предстоит сыграть самой теории струн, а не одному из ее технических методов.

К числу основных концептуальных следствий этой теории относится вывод
о неизбежности эффективной природы как самих фундаментальных взаимо8
действий, так и их параметров (зарядов и масс), что подтверждает подозрения,
возникшие у нас выше — еще до анализа квантово8гравитационных эффектов.
Конечно, источники этих подозрений в двух случаях различны, но весьма
естественно думать, что выход из положения должен быть общим, а главным
критерием фундаментальной теории является ее способность преодолеть труд8
ности квантовой гравитации.
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Отвлекаясь на время от проблемы флуктуаций топологии, сконцентри8
руемся на устранении расходимостей. Как уже сказано, для этого разрешим
рассматривать нелокальные модели, и в качестве источника таковых выберем
теорию струн. Теперь надо ответить на несколько вопросов. Во8первых, каким
образом и при каких условиях восстанавливается структура локальной кван8
товой теории поля; во8вторых, как разрешается противоречие между нело8
кальностью и причинностью; в8третьих, как устроена квантовая теория струн
и в чем состоят ее скрытые достоинства или недостатки? Ответу на третий
вопрос посвящены последующие разделы, но перед ними мы ответим на первые
два.

Ключевым для существования локального низкоэнергетического предела
является наличие у струн натяжения, ограничивающего их длины. Хотя вся
энергия релятивистских струн приписывается их натяжению, так что абсо8
лютному минимуму энергии отвечает сжатие в точку, из8за квантовых флук8
туаций (принципа неопределенности) струны имеют некоторую характерную
длину, которая в моделях объединения задается планковским масштабом

Отметим, во избежание недоразумений, что фундаментальный параметр

ляющий коэффициент перед действием

на мировой поверхности, о которой здесь фактически идет речь, может не совпадать со стандартной
величиной

Например, в сценариях с механизмом компактификации имеется еще один параметр

Однако высокое постоянство во времени параметров фундаментальных взаимодействий, а также
динамический анализ струнных компактификации делают маловероятным сильное отклонение

хотя подобный сценарий с промежуточным масштабом (и даже не одним) не является

полностью закрытым. Во избежание излишних подробностей мы не акцентируем всякий раз раз8
личие между  и

При взгляде с больших (по сравнению с расстояний, которые только
и доступны нашим экспериментальным методам, такая струна неотличима
от точки, ее протяженная структура практически не видна. По этой причине
ничто не запрещает думать, что элементарные частицы, которые мы обычно
принимаем за точечные, на самом деле являются протяженными струнами.
В принципе, эта внутренняя структура должна была бы проявиться в том,
что могут быть возбуждены внутренние колебания струны; скажем, при рас8
сеянии на ней пробной частицы переданная энергия могла бы перейти в энер8
гию такого возбуждения, а не изменить движение струны как целого или
привести к рождению новых струн8частиц. К счастью, для подобного сценария
в силу тех же квантовых эффектов реальный энергетический спектр внут8
ренних возбуждений струны дискретен, а это означает, в соответствии с общей
логикой теории элементарных частиц, что каждое возбуждение струны можно
рассматривать как новую "элементарную" частицу и интерпретировать про8
цесс рассеяния с возбуждением внутренних колебаний струны просто как пре8
вращение частицы одного сорта в частицу другого сорта. При этом разные
типы внутренних колебаний идентифицируются с разными сортами частиц.
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Колебания струны различаются номером гармоники ("числом узлов"), поля8
ризацией ("направлением") и амплитудой. Номер гармоники и (квантованная)
амплитуда связаны с энергией колебаний; поскольку эта энергия внутренних
колебаний струны, понятно, что она отвечает за массу покоя частицы: разные
гармоники — разные массы.

Поляризация, очевидно, должна быть связана со спином частицы. Точнее,
сама поляризация определяет направление спина, а его величина зависит от
номера гармоники: нулевой (невозбужденный) уровень имеет спин 0, поля8
ризация первой гармоники задается вектором (направлением колебаний) и
отвечает спину 1, поляризация второй гармоники задается тензором 28го ранга
(спин 2) и т.п. Полуцелые спины появляются в более сложных струнных мо8
делях, когда одномерная нить наделена дополнительными структурами. Та8
ким образом, с точки зрения теории элементарных частиц невзаимодейству8
ющая струна устроена как коллекция частиц с различными спинами и мас8
сами. Спектр масс m в большинстве струнных моделей определяется (до учета
взаимодействий) простой формулой

здесь D — размерность пространства8времени, а Множитель
отвечает за поправки, связанные с двумерным полем Лиувилля
сывающим координату струны в пространстве8времени. Его глав8
ное отличие от других 28мерных полей (i= 1, ..., D – 1), описывающих
пространственные координаты, — в знаке, с которым оно входит в формулу
для двумерного действия на мировой поверхности

метрика) имеет сигнатуру (–, +,

+, ..., +).

где сумма берется по всем возбуждениям струны. Поскольку эта функция
содержит информацию о вырождении масс, из нее можно извлечь информацию
и о спинах (особенно для низких уровней). Чтобы составить какое8то пред8
ставление о виде производящих функций, приведем формулы для простейших
классов струнных моделей — открытых (open) и замкнутых (closed) бозонных
струн:

где N — неотрицательные целые числа. Это, правда, еще не полная харак8
теристика спектра — в этом же "древесном" приближении имеется сильное
вырождение, различные частицы имеют одинаковые массы. Полностью спектр
удобно задать с помощью производящей функции



с положительно определенным на первый взгляд, не зависит от  но это иллюзия: из8за кван8

товых аномалий [56] правильное действие имеет вид (2) с ненулевой компонентой

Более того, no8крайней мере пока Это автоматическое воз8

никновение сигнатуры Минковского в a priori евклидовой теории — один из самых красивых эф8
фектов теории струн с точки зрения теории фундаментальных взаимодействий: наличие сигнатуры
Минковского в нашем мире интерпретируется как квантовая аномалия! Что касается подсчета
числа динамических двумерных степеней свободы, то от общего числа D — 1 полей
два (из8за инвариантности относительно репараметризаций 28мерной мировой поверхности) и до8
бавить один (поле Лиувилля) — получившееся число (D — 2) появляется в формулах для Z(t). От8
метим, что в формулах (1) и (3а) (см. ниже) в множители отнесены только эффекты, связанные
с отличием поля х0от других  но не с самим его присутствием: полный вклад поля Лиувилля в

Z(t) дается произведением
Формула (1) предполагает, что Множитель если проис8

ходит нарушение D8мерной лоренц8инвариантности за счет дополнительных
членов, не выписанных явно в (2), — это одна из поправок к наивной картинке
струн8частиц. По историческим причинам модели с (а точнее, сво8
бодные от любых квантовых аномалий, как 28мерные теории поля) называ8
ются моделями "критических" струн; как видно из уже разобранного примера,
критические струны имеют более "наивные" и предсказуемые свойства. Как
мы убедимся ниже, свойство критичности тесно связано с существованием у
струнной модели содержательного низкоэнергетического предела, что пред8
определяет особую роль критических струн в теории объединения.

Из формулы (1) следует, что, во8первых, спектр частиц в модели откры8
тых струн, содержит тахион — частицу с отрицательным т2 при D > 2, а
во8вторых, безмассовые (m2 = 0) частицы появляются в нем только при
D = 2, 26, ..., причем при D = 2 безмассовая частица имеет спин 0, а при
D = 26 — это (24 = D – 2)8компонентный вектор. Для теории объединения
первоочередной интерес представляет строго безмассовый сектор струнной
модели, все остальные струны8частицы имеют массы порядка планковской и
не могут рождаться на современных ускорителях. Крошечные (в планковском
масштабе) массы лептонов, кварков и хиггсовских бозонов в рамках такого
подхода приписываются выходу за рамки древесного приближения и, скорее
всего, даже непертурбативным эффектам взаимодействия струн. Поэтому
из моделей открытых бозонных струн, чьи древесные характеристики заданы
формулой (1), феноменологический интерес для целей объединения может
представлять только случай D = 26 (анализ струнных моделей с D > 26 не8
доступен современным методам). Оказывается, что в этом случае можно по8

1 в (1), и сделанный выше вывод о том, что
безмассовый сектор представлен (D – 2 = 24)8компонентным вектором, не
противоречит лоренц8инвариантности. Дело в том, что существование
(D – 2)8компонентной векторной частицы совместно с D8мерной лоренц8сим8
метрией, только если эта частица — калибровочный безмассовый бозон. Таким
образом, начав с требования наличия безмассовых частиц в древесном при8
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В формализме Полякова поле Лиувилля интерпретируется как определяющее конформный
фактор двумерной метрики

(ее единственную некалибровочную степень свободы). Наивное действие бозонной струны

надо отнять
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ближении, как с условия существования непустого низкоэнергетического сек8
тора, мы заключаем, что струна должна быть критической, при этом оказы8
вается, что безмассовый сектор имеет дополнительную калибровочную сим8
метрию, которая, в свою очередь, способна сохранить безмассовость частиц
и после включения взаимодействий.

Модель открытых "суперструн" содержит дополнительные двумерные по8
ля на мировой поверхности и задается более сложным принципом действия,
чем (2). Оно обладает явной 28мерной суперсимметрией. Один только принцип
двумерной суперсимметрии определяет фермионные струны, "суперструна"
выделяется дополнительным отбором состояний, так называемой GSO8npo8
екцией. Производящая функция древесного спектра открытой "суперструны"
имеет вид

Совпадение двух составляющих производящей функции является одним из
проявлений пространственно8временной суперсимметрии критической супер8
струны. В отличие от 28мерной суперсимметрии,
появляется только в критической размерности D = 10 и только после GSO8
проекции. (Здесь мы сталкиваемся с распространенным свойством критиче 
ских струн — своеобразной дуальностью свойств на мировой поверхности и
в пространстве8времени; в данном примере в качестве такого свойства вы8
ступает суперсимметрия.) Как видно из (36), в этой модели отсутствует та8
хион, а безмассовый сектор содержит 88компонентный калибровочный бозон
и его калибровочный партнер — 88компонентное калибрино. Модель уже до8
вольно близка к реальным претендентам на роль фундаментальной теории,
однако пока свободна не ото всех квантовых аномалий (условие D = 10 не8
обходимо, но не достаточно для этого). Настоящая критическая суперструна
содержит большее количество полей, и на безмассовом уровне имеется неа8
белева калибровочная симметрия (SO (32) в одном из простейших примеров),
а также и тензорные частицы, по своим свойствам идентичные гравитонам
(последнее свойство — общее для критических моделей замкнутых струн).
Ниже мы еще поговорим о различных струнных моделях, но прежде — не8
сколько слов о взаимодействии струн друг с другом.

Модель становится критической при D = 10. Тогда первая строка в (3а), опи8
сывающая фермионный сектор модели (сектор Рамона), совпадает со второй,
описывающей бозонный сектор (Невье—Шварца).

Соотношение (3а) — тождество Якоби—Римана для эллиптических функций; кому8то из
читателей оно может быть известно в виде

Производящая функция сведется к



Характер взаимодействия струн имеет первоочередное значение для объ8
единения причинности теории. Мы уже договорились, что невзаимодейству8
ющие струны могут рассматриваться как коллекция частиц различного сорта
(причем в некритических моделях лоренц8симметрия может быть нарушена).
Нелокальность теории проявилась пока только в бесконечном числе сортов
частиц. Важно добиться теперь, чтобы этим дело и кончилось — чтобы вза 
имодействия также могли быть представлены как взаимодействия точечных
частиц без всякого априорного дальнодействия, тогда никаких проблем с при8
чинностью не возникнет, как их не возникает в обычной локальной КТП. В
теории струн выбран простейший способ добиться этой цели: разрешено только
локальное взаимодействие струн, в одной точке. В частности, струна может
разделиться на две только путем разрыва в какой8то точке, но не путем рас8
щепления по всей своей длине (или какому8то протяженному участку). Это
очень сильное ограничение на выбор взаимодействия, его прямой аналог в
теории частиц — запрет на расщепление частиц — есть на самом деле полный
запрет на всякие их взаимодействия. В этом смысле взаимодействующие стру8
ны — прямой аналог свободных частиц, чем и обусловлены значительные
упрощения, а зачастую и точная решаемость задач теории струн.

С более формальной точки зрения принцип локальности взаимодействий
(гарантирующий причинность и резко выделяющий струны из общего ряда
моделей нелокальной КТП) означает запрет мировым поверхностям ветвить8
ся, мировая поверхность для взаимодействующих струн — это гладкая дву8
мерная поверхность. Взаимодействие частиц, напротив, выглядит как ветв8
ление их мировых линий, т.е. как нарушение гладкости — это еще одна фор8
мулировка аналогии со свободными частицами. Понятно, что с математиче8
ской точки зрения с гладкими поверхностями работать гораздо лучше и
плодотворнее, чем с сингулярными — в этом объяснение успехов математи8
ческого аппарата теории струн. Здесь уместно отметить, что струны занимают
уникальное положение и в ряду p8бран: с математическими целями естест8
венно задать взаимодействие p8бран, ограничив его тем же требованием глад8
кости (p + 1)8мерных мировых гиперповерхностей, но при p > 1 этого уже
недостаточно, чтобы обеспечить локальность взаимодействий (они сконцен8
трированы на подмногообразиях коразмерности 2, т.е. (p – 1)8, а не 08мерных,
а значит, и физическую осмысленность теории.

В связи с обсуждением принципа локальности взаимодействий нельзя не
отметить его роль в исключении ультрафиолетовых расходимостей: локаль8
ность взаимодействия в сочетании с протяженностью струны приводит к тому,
что после того, как переданные импульс и энергия E превысили характерную
величину M (обратный размер струны), во взаимодействии участвуют только
фрагменты струны характерной длины 1/E. Например, во взаимодействии
с гравитоном после этого участвует лишь доля M/E от полной массы струны.
Этим обеспечивается дополнительное подавление взаимодействий с ростом
энергии и, в конце концов, конечность теории.

Важную роль в формализме теории струн играет описание специфического
взаимодействия — испускания струной конкретного струнного возбуждения —
частицы. Как обычно делается в КТП, для этого в действие, определяющее
вес в континуальном интеграле (в данном случае — в двумерное действие,
задающее веса в сумме по поверхностям), вводится дополнительный член с
"источником". В случае струн он имеет вид интеграла от некоторого оператора
(так называемого вершинного оператора), а "ток источника" может быть
интерпретирован как D8мерное поле соответствующей частицы. Например,
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испусканию безмассового гравитона (когда он имеется в числе струнных воз8
буждений) отвечает вершинный оператор а соответствующий член
в действии имеет вид

приходим к выводу, что все действие 2) может рассматриваться как описы8
вающее струну во внешнем гравитационном поле, заданном D8мерной мет8

4. Струнная томография, или струна как преобразование Радона в про>
странстве КТП

Последнее замечание имеет очень важное значение для теории струн и
особенно — для ее будущего развитая и приложений. Оно имеет очень широкое
обобщение: каждой обычной полевой теории можно поставить в соответствие
некоторую струнную модель. Для этого достаточно рассмотреть распростра8
нение пробной струны на фоне полей данной теории, рассматриваемых как
внешние (фоновые). Некоторые интегральные характеристики фона оказы8
ваются в результате закодированными в свойствах распространения струны,
т.е. в свойствах 28мерной теории на ее мировой поверхности. Подобный метод
широко применяется в различных областях естествознания, часто его назы8
вают томографией (когда по характеристикам рассеяния лучей, пропущенных
через тело, судят о его внутренней структуре), или преобразованием Радона
(интегральное преобразование общего вида, его простейший вариант — пре8
образование Фурье "испытывает" функцию усредненным взаимодействием
с мнимой экспонентой).

Успех метода всецело определяется эффективностью отображения инте 
ресных свойств изучаемого объекта в простые свойства пробника. С этой
точки зрения теория струн весьма перфективна для изучения КТП. В прин8
ципе, имеет смысл изучать теорию пoля, рассматривая распространение в
ней пробных частиц, а не струн. Однако если отнести к интересным свойствам
полевой теории ее динамику, такой подход малоинформативен. В самом деле,
выберем внешние поля так, чтобы они удовлетворяли своим (D8мeрным) урав8
нениям движения — некоторому дифференциальному (или интегро8диффе8
ренциальному, разностному или еще какому угодно) уравнению. Конечно,
если это решение имеет вид плоской волны (т.е. уравнение движения линей 
но), в распространении пробной частицы будут заметны резонансные явления,
и содержательная информация (скажем, длина волны) будет получена. Однако
когда исходное уравнение нелинейно, шансов на это остается очень мало:
пробная (т.е. невзаимодействующая ни с чем, кроме внешнего поля) частица
не может уследить за всеми связями, наложенными на внешнее поле в разных
точках и никак не выстроенными в линию.

Совсем иное дело — струна. Мало того, что она протяженная и потому
легко чувствует как градиенты внешнего поля, так и его изменение на ко 
нечных расстояниях (чем стирается грань между решениями дифференци8
альных и разностных уравнений), пробная струна еще и умеет разделяться

Вспоминая, что в гравитации поле гравитона связано с D8мерной метрикой
соотношением
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на много струн — она взаимодействующая! Это позволяет сохранить инфор8
мацию о нелинейных соотношениях; скажем, если конфигурация внешнего
поля отвечала распаду волны на две и их последующему соединению, то проб8
ная струна может в точности проследить эту эволюцию. Опять же, в принципе,
этого можно было бы достичь и с помощью "пробных" частиц, разрешив им
взаимодействовать друг с другом. Однако тогда проблема перенесется в другую
область — как определить само преобразование, как задать взаимодействие
взаимодействующих частиц с внешним полем? Простой геометрический спо8
соб это сделать, существующий для свободных частиц (и формулируемый в
терминах геометрии гладких линий — траекторий в пространстве с заданными
внешними полями), исчезает для частиц взаимодействующих: неясно, как
определить влияние внешних полей на вершину взаимодействия. Фактически
единственный реальный способ использовать взаимодействующие пробные ча8
стицы — взять их из самой изучаемой теории. Такой подход, объединяющий
методы внешнего поля и первичного квантования, зачастую полезен, но не
универсален: для каждой теории вводятся свои собственные пробные частицы.
Не так обстоит дело для струн: поскольку взаимодействие струн не нарушает
гладкости, оно не приносит никаких специальных проблем при определении
взаимодействий с внешними полями, или, если угодно, спектр возбуждений
во всем многообразии струнных моделей достаточно богат, чтобы включить
в себя практически любые мыслимые КТП.

Как бы то ни было, перевод на язык струн действительно содержателен:
многие уравнения движения для внешних полей превращаются после такого
перевода в принципы симметрии! Обычно роль этой симметрии играет кон8
формная. Вернемся к нашему исходному примеру — струне в гравитационном
поле. Внешнему полю сопоставляется струнная модель с действием

(2). Условие конформной инвариантности (нуль бета8функции) 28мерной те8
ории имеет вид

тензор кривизны, построенный по метрике и в длинноволновом

приближении сводится к уравнению Эйнштейна для внешнего поля

Аналогичным образом могут быть интерпретированы уравнения Янга—

Миллса, Лапласа и другие.
Легко понять, что с большинством струнных моделей оказываются связаны уравнения низкого

порядка, чаще всего второго, что, конечно, хорошо для философии моделей объединения. Однако
если иметь в виду цель изучения абстрактных уравнений, то, в принципе, можно подобрать струн
ные модели и с более хитрыми низкоэнергетическими пределами. Отметим еще, что в качестве
побочного результата теория струн дает решение старой задачи о задании уравнений принципом
симметрии. Калибровочная инвариантность, вопреки распространенному заблуждению, эту задачу
не решает: без привлечения нeсимметрийного принципа минимальности нельзя объяснить, почему
отбрасываются поправки типа tr действию Янга—Миллса Принцип минимальности ес8
тествен при рассмотрении пeренормируемых и/или эффективных низкоэнергетических моделей,
но он не очень уместен при разговоре о фундаментальной теории. В струнной интерпретации урав8
нения интерпретируются как конформная симметрия совершенно неочевидного объекта — 28мер8
ной теории на мировом листе пробной струны. Произвол в выборе поправок к уравнению, конечно,
сохраняется и превращается в произвол в выборе струнной модели, но для фиксированной модели
связь между уравнением и симметрией однозначна.

Достоинством любого томографического метода является ого неспецифич8
ность: один и тот же прибор может быть использован для исследования разных
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людей, разных органов и т.п., а результаты будут представлены в совершенно
одинаковой форме. Аналогично обстоит дело и со струнами: в низкоэнерге8
тическом пределе могут фигурировать гравитационные и янг8миллсовские по8
ля, абелевы и неабелевы калибровочные группы, бозоны и фермионы, супер8
симметрия может возникать и нарушаться, пространство8время может иметь
4 или 15 измерений, его может даже вовсе не существовать, топология его
может быть простой и сложной; короче говоря, низкоэнергетические теории
могут принадлежать совершенно различным классам и могут отсутствовать
какие8либо очевидные пути плавно перейти от одной из них к другой, но
после перевода на струнный язык все они превращаются в какие8то 28мерные
полевые теории, классификация и интерполяция между которыми представ8
ляется уже значительно более обозримой задачей. Этим обусловливается пер8
спективность теории струн для целей не только "наивного" сценария объе8
динения фундаментальных взаимодействий, но и для более претенциозного
сценария "единой теории поля", упоминавшегося в вводной части этой статьи
(и вообще для приложений к многофазным системам).

Струнный подход к реализации такого сценария состоит в следующем.
Для начала заменим всевозможные модели теории поля (фазы в многофазной
системе) на соответствующие им модели двумерной квантовой теории поля
(т.е. используем распространение пробных струн для задания отображения
из множества всех теорий в множество 28мерных). Множество 28мерных мо8
делей хорошо уже тем, что на него не накладывается серьезных ограничений,
связанных с перенормируемостью, — набор хорошо определенных моделей
28мерной КТП достаточно богат. Строго говоря, сомнительно, чтобы выбор
всего пространства 28мерных теорий в качестве универсального конфигура8
ционного (фазового) пространства оказался оптимальным — произвольные
28мерные модели слишком неструктурированы, не имеют никаких замеча8
тельных алгебро8геометрических свойств. Что не подлежит сомнению, так
это необходимость включить в число точек фазового пространства всевозмож8
ные 28мерные конформные модели (связанные, как мы видели, с разнооб8
разными дифференциальными и пр. уравнениями). Это поистине замечатель8
ное множество, с неожиданно глубокими свойствами и многочисленными
структурами. Оно, однако, не является даже связным ни в какой разумной
топологии. Это, конечно, отражает несвязность исходного пространства все8
возможных уравнений, полевых теорий и т.д. Но для того8то мы и искали
отображение в множество 28мерных моделей, чтобы иметь разумные интер8
поляции, т.е. связное пространство.

Связность может быть достигнута уже добавлением ко всем 28мерным
конформным моделям всех интегрируемых. Получившееся пространство ин8
тегрируемых 28мерных теорий не менее замечательно, чем его подмножество,
состоящее только из конформных. Оно уже связно, но больше напоминает
сеть, чем нормальное пространство; в частности, его фундаментальная группа,
по8видимому, очень сложна в разумных топологиях. Почти наверняка это
пространство необходимо дальше пополнять, но сохраняя алгебро8геометри8
ческие структуры, и, видимо, дальнейшее разумное пополнение выводит за
рамки 28мерных теорий. Скорее всего, оно будет продиктовано алгеброй
(двойных?) петель, но с этого места представления разных исследователей
начинают расходиться, и мы воздержимся от обсуждения вариантов в области,
где пока далеко до достижения консенсуса. (Один из возможных вариантов
указан в [40, 41].) Отметим только, что определение конфигурационного про8
странства — первый, но не последний шаг.



№ 8] ТЕОРИЯ СТРУН 107

Необходимо еще понимание, какие динамические принципы могут быть
естественно заданы на этом пространстве и какие динамические структуры
в результате возникают. Ответ на этот вопрос, разумеется, неотделим от воп8
роса о самом пространстве — геометрия и особенно алгебра, определяя про8
странство, обычно диктуют и все остальное (в этом состоит центральная идея
геометрического квантования). Так что и здесь пока область догадок. А в
числе главных объектов систематического изучения на сегодня — простран8
ство интегрируемых теорий. Поняв его устройство, мы наверняка найдем и
правильные обобщения.

5. Конформная теория поля

Наша очередная задача — сообщить какую8то информацию о 28мерных
конформных моделях, чью роль в теории струн и ее приложениях мы только
что проанализировали. Начнем с основ общей теории, затем обсудим наиболее
важные классы конформных моделей. Двумерное пространство считается ев8
клидовым; как мы видели выше, это не противоречит наличию сигнатуры
Минковского в реальном D8мерном пространстве8времени. Кроме того, в этом
разделе мы не будем специально следить за зависимостью от 28мерной метрики

учет этой зависимости — главное, что следует сделать при переходе от
конформных моделей к струнным, и этим вопросом мы займемся позднее.

Главными свойствами конформной симметрии в двух измерениях явля8
ются ее бесконечномерность и интерпретация в комплексно аналитических
терминах. Первое означает, что условие конформной инвариантности весьма
ограничительно, а значит, и содержательно; второе открывает широкие воз8
можности для разработки эффективного математического аппарата (как знает
каждый, кто изучал ТФКП, комплексный анализ гораздо мощнее веществен8
ного) . Первым шагом на пути формализации является введение комплексных
координат на 28мерной поверхности. Удобно считать "временем" в 28

мерном пространстве координату это избавляет от излишнего усложения
терминологии. Конформная инвариантность означает, что тензор энергии—им8
пульса без следов,

Тогда закон сохранения (из которого обычно следует только сохра8

нение полных энергии и импульса, превращается в условия

голоморфности

подразумевающее сохранение бесконечного набора величин

с любыми голоморфными векторными полями f(z). L[f] образуют набор ге8
нераторов бесконечномерной алгебры Ли (конформной симметрии рассмат8
риваемой модели). Разумный выбор базиса в пространстве гoломорфных век8
торных полей зависит от глобальных свойств 28мерного пространства; напри8
мер, если оно имеет топологию римановой сферы с одной или двумя выколо8
тыми точками, разумно взять где n — любое целое число во

втором и неотрицательное целое в первом случае. Соответствующие генера8
торы



Параметр с называется центральным зарядом алгебры Вирасоро и является
важной характеристикой конформной модели. Из8за требования голоморф8
ности векторных полей, задающих законы сохранения, конформные модели
занимают промежуточное положение между всевозможными 28мерными те8
ориями (где на эту роль допускается лишь конечное число векторов Киллинга)
и топологическими моделями (где есть по закону сохранения для любого век8
торного поля). Струнные модели относятся к классу топологических, они по8
лучаются из конформных в результате введения поля Лиувилля и репара8
метризационных духов (что не нарушает конформной инвариантности, но
позволяет обратить полный центральный заряд в нуль) и по8

следующей факторизации по действию конформной группы (совокупность
этих действий можно интерпретировать как интегрирование по 28мерным мет8
рикам). Сами конформные модели по числу законов сохранения (однопара8
метрический набор) ближе всего к интегрируемым моделям и выделяются
среди последних особенно простой структурой сохраняющихся величин, ко8
торые можно выбрать линейными по тензору энергии8импульса и напрямую
связанных с комплексной структурой 28мерного пространства8времени (в слу8
чае 28мерной интегрируемой модели общего вида такую же роль играет ком8
плексная структура некоторой вспомогательной (спектральной) 28мерной
поверхности.

Все состояния конформной модели (по понятным из предыдущего раздела
причинам соответствующие операторы, рождающие их из "вакуума", часто
называются "вершинными") могут быть разбиты на представления алгебры
Вирасоро. При этом надо иметь в виду, что алгебра Вирасоро, связанная с
голоморфным T(z), действует только на киральные составляющие вершинных
операторов, зависящие от голоморфных полей. Каждый вершинный оператор
является билинейной комбинацией киральных и антикиральных операторов.
Классифицировать по представлениям алгебры Вирасоро имеет смысл именно
киральные операторы, что и подразумевается при дальнейшем обсуждении.
Наиболее изучены представления старшего веса, связанные с так называе8
мыми модулями Верма. Модуль Верма строится по первичному полю, удов8
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образуют алгебру Вирасоро:

Для поверхностей более сложной топологии базис зависит от выбора комплексной струк8

туры и задается более сложными формулами (требование состоит в том, чтобы полюса голомор8
фного поля находились только в выколотых точках), соответствующие генераторы

модификацию алгебры Вирасоро, известную как алгебра Кричевера—Новикова [57]. Оператор8
ное разложение T(z)T(z') локально и, естественно, не зависит от выбора базиса векторных полей.
Соответственно генераторы могут быть представлены как формальные линейные комбина8

ции Ln, однако некоторые когомологии алгебр зависят от выбора базиса, что позволяет говорить

об их неизоморфности; это обычное явление в теории бесконечномерных алгебр.

В терминах самих операторов T(z) коммутационное соотношение удобно
записать в форме операторного разложения:
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летворяющему соотношению

называется размерностью V. Для киральных операторов размер8
ность оператора совпадает с его спином, спин полного вершинного оператора —
разность "левой" и "правой" (киральной и антикиральной) размерностей.
Модуль Верма — это орбита универсальной обвертывающей алгебры Ви8
расоро, проходящая через V, т.е. совокупность всевозможных полей вида

с размерностями

нейных комбинаций — "вирасоровских потомков". Целое число
называется уровнем оператора в модуле. По самому своему

определению модуль Верма является представлением старшего веса, но, воз8
можно, приводимым. Он и в самом деле приводим, когда на каком8то нену8
левом уровне в модуле имеется новое первичное поле. Его называют нуль8
вектором, порожденный им модуль Верма является подмодулем исходного и
должен быть исключен при построении неприводимого представления (т.е.на8
до найти фактор модуля по отношению эквивалентности "нуль вектор ~ 0";
отсюда и название "нуль8вектор" — норма этого поля равна нулю). Факти8
чески существуют три возможности: 1) нуль8векторов нет вообще, 2) каждый
следующий подмодуль вложен в предыдущий, 3) все нуль8векторы каждого
модуля расположены в одном из двух перескающихся подмодулей.

Если изображать модули Верма конусами, то картинки расположения подмодулей выглядят
следующим образом — рис. 1 (случаи 1 — 3).

Случай 1) — случай общего положения, случай 2) также встречается

для всех п > 0, так что первичное поле действительно является старшим весом
по отношению к алгебре Вирасоро. (Заметим, что при ненулевом централь8
ном заряде сам тензор энергии8импульса первичным полем не является.) Да8
лее

Подобно операторному разложению T(z)T(z'), задающему алгебру Вирасоро,
эта формула отражает физический смысл тензора энергии8импульса как ге8
нератора инфинитезимальных преобразований координат. Кроме того, из нее
следует, что



с целыми взаимно простыми p, (минимальная серия представлений).
Простейшая классификация конформных моделей — по составу пред8

ставлений алгебры Вирасоро, образуемых вершинными операторами. Набор
вершинных операторов ограничен требованием замкнутости операторной ал8
гебры и на практике не может свестись к одному представлению алгебры
Вирасоро, однако существуют примеры, когда операторное разложение за8
мыкается на конечном числе неприводимых представлений; соответствующие
конформные модели называются рациональными. Простейший пример раци8
ональных теорий — (p, q)>минимальные модели [58 — 61]; они содержат
конечное число представлений из упомянутой выше минимальной серии. Все
эти минимальные модели имеют с < 1, но имеется множество рациональных
теорий с с > 1, причем значения с не обязательно рациональны. Другая важная
характеристика конформной модели — двумерная унитарность, т.е. положи8
тельность норм вершинных операторов. Исключение нуль8векторов (чьи нор8
мы равны нулю), т.е. ограничение неприводимыми представлениями, — не8
обходимое условие унитарности, но далеко недостаточное; многие поля из
модуля Верма могут иметь отрицательные нормы и не исключаться при от8
брасывании нуль8векторов. В частности, из минимальных моделей унитарна
только одна серия (p, q) = (p, p + 1). Простейший представитель этой серии
(р, q) = (3, 4) — конформная модель Изинга (т.е. модель Изинга в точке фа8
зового перехода). Значимость 28мерной унитарности для струнных моделей
остается пока не вполне ясной из8за того, что унитарность может быть вос8
становлена при интегрировании по метрикам.

Операторное разложение произведений вершинных операторов задает
сплетающие операторы различных представлений [62]. Сплетающий опера8
тор в конформной модели, трилинейное соотношение между тройками голо8
морфных вершинных операторов, — частный пример более общих — поли8
линейных — соотношений, называемых конформными блоками. Конформ8
ный блок — это голоморфный аналог корреляционной функции. Сами кор8
реляционные функции полных (некиральных) вершинных операторов в
конформной теории представляется как билинейная комбинация конформных
блоков и их комплексно сопряженных. В то время как коррелятор — веще8
ственная и однозначная функция координат вершинных операторов, конфор8
мный блок голоморфный и не обязательно однозначный, т.е. может иметь
как полюсы, так и ветвления. В рациональных теориях существенных осо8
бенностей у конформных блоков не бывает, и они целиком определяются по8
рядками полюсов и свойствами монодромии.

Хотя общей симметрией всех конформных моделей является алгебра Ви8
расоро, представляют интерес специальные классы теорий с более широкими
бесконечномерными симметриями. Потребуем по8прежнему, чтобы симмет8
рия была связана с какими8то сохраняющимися, т.е. голоморфными токами.
Из8за голоморфности такую симметрию принято называть киральной алгеб8
рой модели. Итак, киральная алгебра всегда содержит алгебру Вирасоро (точ8
нее, ее универсальную обвертывающую), но может быть и шире. Весьма бо8
гатой киральной алгеброй является симметрия Каца—Муди.

Понятие киральной алгебры является довольно расплывчатым. В самом широком смысле (го8
ломорфной) "симметрией" конформной модели является операторная алгебра всех (киральных)

довольно часто. Ситуация 3) для алгебры Вирасоро реализуется только при
определенных значениях центрального заряда:
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вершинных операторов (как первичных по отношению к T(z), так и потомков). Отождествление
ее с киральной алгеброй возможно (в струнных моделях, где все вирасоровские потомки исклю8
чаются, это даже весьма разумно, а в полной теории струн и вообще необходимо), но тем не менее
такое толкование пока не очень распространено в литературе. Обычно понятие киральной алгебры
используется в одном из двух контекстов: либо для специфических редукций модели (ВЗНВ,
WZNW) (см. ниже), когда киральная алгебра считается порожденной ненарушенной подалгеброй
в универсальной обвертывающей исходной алгебры Канa—Муди либо когда имеется в виду впос8
ледствии прокaлибровать симметрию, заданную киральной алгеброй (алгебру Вирасоро—в струн8
ных моделях, W— алгебру в моделях W8струн, всю алгебру Каца—Муди — при построеннии про8
стейших топологических моделей). Отметим, что такое ограниченное толкование содержит оп8
ределенную уступку общему: не требуется, чтобы киральная алгебра была алгеброй Ли (например,
W8алгебры квадратичны). Более существенно, что построение полной теории струн подразумевает,
что вся алгебра вершинных операторов будет прокалибрована: соответствующие калибровочные
поля — не что иное, как D8мерные поля, описывающие частицы — струны с пространственно8
временной (а не 28мерной) точки зрения. Пока столь узкая задача не стоит в повестке дня, общий
термин часто используется в более узком смысле.

Алгебра Каца—Муди — квантовый аналог алгебры петель со значениями
в алгебре Ли G и сама является алгеброй Ли (не путать с квантовой дефор 
мацией — квантовой группой, которая алгеброй Ли не является). Генераторы

помимо координаты z снабжены индексами нумерующими генераторы
алгебры G, а коммутационные соотношения выражаются через ее структурные
константы и метрику Киллинга

Параметр k называется центральным зарядом алгебры Каца—Муди
наличии у конформной модели подобной симметрии киральной алгеброй яв8
ляется универсальная обвертывающая алгебры Каца—Муди, в частности

тензор энергии8импульса, генерирующий алгебру Вирасоро, становится фун8
кцией токов Самый простой выбор здесь

— получающаяся таким образом конформная модель называется моделью
Весса—Зумино—Hовиковa—Виттена (МВЗНВ, MWZNW), а указанное вло8
жение алгебры Вирасоро в обвертывающую алгебру Каца—Муди — формулой
Сугавары (при этом с = k dim G/(k + CG); параметр CG — дуальное число

Кокстера алгебры G, например Помимо квадратичного следа по8
лезно выделить в универсальной обвертывающей также другие операторы
близкого типа:

По отношению к оператору Т =  токи Каца—Муди имеют спин 1,
а W(п)8операторы — спин п. Состояния МВЗНВ полезно классифицировать
по представлениям алгебры Каца—Муди, автоматически являющихся (при8
водимыми) представлениями сугаваровской алгебры Вирасоро.

Так же следует поступать при любой другой киральной алгебре. Струк8
тура представлений старшего веса всякой киральной алгебры похожа на опи8
санную выше для случая Вирасоро: всегда есть модули Вeрма, нуль8векторы,



задает отображение 28мерной поверхности в группу G. Вто8
рое слагаемое (весс8зуминовский член) в действии представлено в форме ин8
теграла по 38мерному многообразию, границей которого является рассматри8
ваемая 28мерная поверхность. Из8за произвола в выборе 38мерного продол8
жения действие определено с точностью до целого кратного что (при
целых k) не сказывается на функциональном интеграле Уравнения

движения для этого нелокального действия локальны: дJ = 0, где J = g–lдg.
а одновременные коммутационные соотношения таковы, что токи J(z) обра8
зуют алгебру Каца—Муди Обратный переход — от алгебры Каца—Муди

также возможен и приводит к еще одной замечательной

его интерпретации [63]: это действие связано (оператором d– 1) с формой
Кирилловa—Костанта алгебры Каца—Муди. Последняя однозначно строится
по любой алгебре Ли и ее коприсоединенной орбите; в этом смысле модель
ВЗНВ совершенно aлгебраична: достаточно сказать "алгебра Kаца—Муди" —
и каноническая процедура приведет нас к континуальному интегралу

Конформные блоки в модели ВЗНВ тесно связаны с представлениями кван>
товых групп: как уже говорилось, операторное разложение (определяющее
конформные блоки) имеет интерпретацию в терминах сплетающих операто8
ров, т.е. задает величины типа 3j8символов и других коэффициентов Рака.
Строго говоря, чтобы получить при этом что8то, относящееся к характери8
стикам исходной алгебры G, надо исключить из операторных разложений все
поля8потомки и оставить только первичные поля. Совершенно законная про8
цедура такого типа ведет к струнным моделям (см. ниже); оставаясь же в
рамках конформной модели, надо использовать что8то типа проекции опера8
торной алгебры (фактически — отбрасывать вклады потомков). Соответству8
ющая техника известна как правила слияния (fusion rules) [62], при этом
из8за ненулевых центральных зарядов фактически получаются характери8
стики не самой алгебры G, а ее деформации — квантовой группы: структура
алгебры Ли нарушается при проецировании.

Другая линия рассуждений, ведущая от модели ВЗНВ, развивает идею о
весс8зуминовском члене в действии. Оказывается, что все действие, а не только
его часть, можно представить как вeсс8зуминовский член — трехмерный ин8
теграл Черна—Саймонса:
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минимальные серии представлений, рациональные и минимальные конфор8
мные модели, многие из которых неунитарны. Как и в случае алгебры Вира8
соро, унитарность модели не требует рациональности и тем более — мини8
мальности; достоинство минимальных моделей в том, что они наиболее полно
отражают структуру киральной алгебры и потому особенно полезны для ма8
тематических целей — для изучения структуры алгебры и ее представлений.
Минимальные модели для алгебр Каца—Муди, связанных с простыми ко8
нечномерными алгебрами Ли, возникают при целых положительных значе8
ниях k, рациональны, унитарны и при этом допускают простую лагранжеву
формулировку с действием
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Зависимость функционального интеграла, определяющего эту 38мерную то8
пологическую теорию, от граничных условий на 28мерной границе 38мерного
пространства, снова дается выражением а функциональный
интеграл МВЗНВ — это интеграл по граничным условиям [64]. Отсюда прямой
путь к топологическим теориям [65] вообще и к задаче о топологии 38мерных
многообразий (теории узлов [66]) в частности; с другой стороны, действие
Чернa—Саймонса тесно связано с еще более замечательной 48мерной топо8

логической теорией далее член Чернa—Саймонса играет изве8
стную роль в теории квантовых аномалий и физике (2 + 1)8мерных систем
(например, дробный квантовый эффект Холла, теория анионов). Все это де8
лает изучение 38мерной интерпретации МВЗНВ весьма популярным занятием.

В принципе, понятно, что с любой d8мерной теорией должна быть связана
какая8то (d + 1)8мерная топологическая модель, зависящая только от гра8
ничных условий в коразмерности 1. Пример МВЗНВ показывает, что при
d = 2 конформные модели связаны таким соотношением с локальными 38мер8
ными топологическими моделями. Если они к тому же должны строиться в
терминах алгебр Ли, то запас таких теорий явно исчерпывается моделями
типа Черна—Саймонса, которые в свою очередь связаны с МВЗНВ. Этот не
вполне прямой аргумент, пожалуй, — простейшее из существующих объяс8
нений веры в то, что многие 28мерные конформные модели должны быть свя8
заны с МВЗНВ, а универсальные обвертывающие алгебр Каца—Муди содер8
жат в себе все мыслимые лиевские киральные алгебры.

Бывает, что помимо генераторов обычной симметрии, порождающих киральную алгебру Ли,
в конформной модели имеется совокупность операторов, образующих другую выделенную алгеб8
раическую структуру — коммутативное кольцо (ground ring). Если включать его в состав киральной
алгебры, она, очевидно, не будет алгеброй Ли. В определенном смысле это кольцо следует относить
к "топологическому" сектору модели, а ее "симметрией" (а тогда и киральной алгеброй) считать
лиевскую структуру. В конформных моделях общего вида оправдание такого разделения требует
более глубокого анализа.

Более точная формулировка утверждения о "связи" некоторой конфор8
мной теории с МВЗНВ должна состоять в том, что первая является редукцией
второй, т.е. получается выделением некоторого подмножества в пространстве
состояний, инвариантного относительно динамических потоков (уравнений
движения). Чтобы такое выделение стало возможным, динамика (т.е. тензор
энергии8импульса) должна быть изменена так, чтобы допустить существова8
ние инвариантной системы связей, которые можно было бы наложить на со8
стояние. Для начала (хотя это не является необходимым) можно сохранить
билинейное соотношение между T(z) и токами J(z):

На коэффициенты при этом наложены весьма ограничительные ус8

ловия, обеспечивающие совместность коммутационных соотношений Каца—
Муди для J(z) и Вирасоро для T(z). Однако даже при простейшем "локальном"'
анзаце



Примеры, полученные в рамках "локального анзаца" см. в [70]; один пример нелокального типа
возникает при анализе матричных моделей; см. [71].

Чтобы описать редукцию, надо задать нeсугаваровский тензор T(z), затем
определить совместные с ним связи (условия редукции) и найти первичные
поля по отношению к T(z) (вообще говоря, они не обязаны быть первичными
для исходной алгебры Каца—Муди). Если среди этих первичных полей най8

дутся операторы из универсальной обвертывающей образующие замк8
нутую (но не обязательно линейную) подалгебру, то ее надлежит считать
тральной алгеброй редуцированной теории (и, видимо, калибровать соот8
ветствующую симметрию при переходе к струнной модели.) Конечно, можно
сразу начать с наложения произвольной системы связей, но тогда придется
проверять, что этим не нарушается конформная симметрия, т.е. что комму8
тирующая со связями часть киральной алгебры по8прежнему содержит алгебру
Вирасоро (генерируемую каким8то "деформированным" тензором энергии8
импульса) .

Самый простой тип редукции МВЗНВ — косет>модели или GKO8конст8
рукция [72]. Исходным пунктом является задание подалгебры
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с постоянными [67, 68] набор вложений не ограничивается одним
лишь сугаваровским. Наиболее интересны редукции Годдарда—Кента—
Олива (GKO) и Дринфельда—Соколова (DS), строящиеся по подалгебрам

но имеется и множество иных редукций [67 — 69].
Аналогично такой "обобщенной конструкции Сугавары" можно рассмотреть "обобщенные

W8операторы" вида

мы разберем простейший вариант

Многое интересные редакции возникают, когда G полупростая, а не обяза8
тельно простая алгебра, Тензор энергии8импульса GKO8

модели

с индексами попадающими в имеют одинаковые коммута8
торы с TG и ТH (являются первичными полями размерности 1 по отношению
к обоим этим тензорам) и потому коммутируют с  так что GKO8редукция

может быть задана условиями Как обычно, из8за наличия нену8
левого центрального заряда k, можно наложить на состояния только половину
условий — этот факт отражает индекс "+".

Первичные поля GKO8модели могут быть выделены из числа первичных
полей исходной МВЗНВ (и потому GKO8модель автоматически рациональна
и унитарна при целых значениях k, когда этими свойствами обладает реду8
цируемая МВЗНВ). Наиболее эффективное описание GKO8редукции дости8
гается в формализме свободных безмассовых полей (см. ниже) — редукция
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в этом формализме сводится просто к отбрасыванию части невзаимодейству8
ющих полей; кроме того, в нем стирается различие между GКО8 и любыми
другими редукциями, что важно при построении общей теории струн (но зато
менее удобно при анализе специфических, особенно рациональных и унитар8
ных, косет8моделей). GKO8модели образуют довольно обширный и наиболее
изученный класс конформных теорий. Многие из этих моделей содержат "слу8
чайные" глобальные и даже локальные симметрии (чье происхождение из
"случайно ненарушенных" генераторов исходной киральной алгебры МВЗНВ
в большинстве случаев нетрудно проследить). К этому классу относится уже
знакомая нам унитарная серия (p, p + 1) вирасоровских минимальных
(p, p + 1) моделей а также двумерно8суперсим8
метричная унитарная минимальная серия
нимальна для ( N = 1)8супералгебры Вирасоро, рассматривемой как кираль8
ная алгебра), а также унитарные минимальные

здесь киральной алгеброй является
Замолодчикова [73 — 76] и многие другие (в том числе неминимальные,
нерациональные и даже неунитарные; последние появляются, когда редуци8
руется МВЗНВ при не целом k).

Немного более сложный и поучительный пример — редукция Дринфель8
да—Соколова [77 — 79 ]. В этом случае в качестве H выбирается максимальная
нильпотентная подалгебра (для sl(n) в обычном матричном представлении
это верхние треугольные матрицы), однако не все ее генераторы полагаются
равными нулю: генераторы первого уровня (отвечающие простым корням в
случае sl(n) — это первая над главной диагональ) приравниваются единице.
В принципе, ненулевое значение может быть приписано только постоянному
во времени оператору, т.е. коммутирующему с тензором энергии8импульса.
Однако из8за того, что это ненулевое значение постоянно, ограничение может
быть ослаблено: достаточно, чтобы оператор был первичным полем размер8
ности нуль (тогда в коммутаторе остается только член с производной, который
равен нулю). Благодаря такой возможности редукция DS сохраняет конфор8
мную симметрию, но ненарушенной остается не сугаваровская, а несколько
подправленная алгебра Вирасоро. (По отношению к TG все токи имеют раз8
мерность 1, а не 0, адекватный тензор TDS = точнее, — ограничение
правой части на редуцированное гильбертово пространство;

им не все независимы из8за ограниченности числа степеней свободы. Однако
имеющиеся между ними соотношения нелинейны.

После DS8редукции число алгебраически независимых W8операторов ока8
зывается равным рангу G; более того, этот конечный набор операторов замкнут
не только по отношению к скобке Пуассона, но, что далеко не очевидно, и
по отношению к квантовому коммутатору. Иными словами, квантовые
(т.е. адекватно подправленные) W8операторы образуют замкнутую опера 
торную алгебру —  Замолодчикова [73 — 76, 80, 81]. Эта алгебра
становится алгеброй Ли только в (наивно взятом) пределе rank
85]; при конечных рангах она в лучшем случае квадратична (существует такой
базис). W8алгебры доставляют весьма нетривиальный пример киральных ал8
гебр, а в вопросе о ее локализации (калибровании), т.е. построения соответ8
ствующих струнных моделей (так называемых W>струн [86 — 93]), пока
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Теория DS8редукции довольно обширна, и в ней еще многое недоделано.
Отдельно следует сказать, что при DS8редукции естественно возникают кон>
формные модели Тоды [94] (простейшая из них — теория Лиувилля), ко8
торые, наряду со своими интегрируемыми аналогами, являются классическим
объектом исследования в математической физике (самая простая из интег8
рируемых моделей Тоды — модель sine8Gordon 14]).

6. Топологические и струнные модели

Еще не обсуждавшийся способ описать любую редукцию состоит в том,
чтобы прокалибровать алгебру связей (алгебру в случае GKO). Как всегда,

это предполагает добавление к исходному действию (например,
ловий связи, домноженных на калибровочные поля, и дополнительных членов,
учитывающих неабелевость алгебры связей. Центральный заряд при этом за8
дает коэффициент перед действием калибровочных полей; кроме того, кван8
товая мера содержит функциональный интеграл по духовным полям, содер8
жащий взаимодействие духов с калибровочным полем в случае, когда алгебра
связей неабелева, а также с полями исходной модели, когда эта алгебра —
не алгебра Ли. (Последнее по определению исключено в случае GKO8модели,
а также в теории Янга—Миллса и потому не отражено в обычных учебниках
по физике элементарных частиц, но вполне возможно в иных ситуациях.)
Состояния редуцированной теории определяются как классы БРСР>когомо>
логии (это условие выделяет их из общего многообразия функций, зависящих
от всех полей исходной модели, калибровочных полей и духов). Поскольку
переход к струнным моделям от конформных подразумевает, что киральная
алгебра должна быть прокалибрована, понятно, что БРСТ>формализм [95 —
98] занимает важное место в арсенале технических средств теории струн.

Применительно к редукциям модели ВЗНВ соответствующая техника раз8
вита в [99]. Особое место среди всех редукций этой модели занимает косет
G/G, т.е. случай H = G. Хотя, по определению, почти все степени свободы
при такой редукции исключаются, кое8что может все8таки остаться. Это осо8
бенно легко увидеть в БРСТ8формулировке. Дело в том, что она использует
калибровочные поля, а значит, допускает нечто среднее между степенью сво8
боды и ее отсутствием: возможны конфигурации с нулевой напряженностью
поля, не являющиеся чисто калибровочными. Существование, число и свой8
ства таких конфигураций зависят от глобальной структуры пространства, в
котором задана теория (граничными условиями), поэтому об эффектах та 
кого рода говорят как о топологических (или, правильнее, когомологических).

С формальной точки зрения существование подобных эффектов объясняется наличием про8
изводных в формулах для калибровочных преобразований (скажем, в абелевой теории
но условие dA = 0 еще не означает, что существует, например, для А = const на окружности).
Конечно, основные применения подобных явлений — математические, связаны с вычислением ко8
гомологий. Но и с физической точки зрения это интересные эффекты, нарушающие узкопонима8
емую парадигму близкодействия: они выглядят как дальнодействие, не связанное с распростране8
нием частиц. Знаменитый пример — эффект Ааронова—Бома (а также, строго говоря, и стати8
ческое кулоновское взаимодействие). В обычной 48мерной ситуации красота эффекта, однако, за8
темняется присутствием безмассового фотона. Поэтому более изящный пример — дальнодействие
в 38мерной массивной электродинамике, где безмассовых частиц, способных распространяться на
большие расстояния, нет вообще [100]. См. также недавнее изложение "физического взгляда" на
примере актуальной ("с = 1")8струнной модели [101]. Отметим, что в струнных задачах такие
"когомологические" эффекты — общее место, они встречаются практически на каждом шагу.
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Модель ВЗНВ с полностью откалиброванной симметрией Каца—Муди —
характерный пример топологической теории, все наблюдаемые (корреляци8
онные функции) которой описываются в терминах БРСТ8когомологий. Фак8
тически они сводятся к когомологиям пространства модулей плоских G8связ8
ностей на 28мерных поверхностях. Это пример описания топологии сложных
пространств в терминах функциональных интегралов. Эффективность такого
подхода к топологическим задачам связана как вообще с возможностью об8
ратиться к физической интуиции, так и с существованием более конкретных
методов анализа функциональных интегралов (например, квазиклассических
вычислений). Более того, этот подход позволяет плавно переходить от изу8
чения топологии к анализу более содержательных алгебро8геометрических
структур того жe пространства (просто путем неполного редуцирования ис8
ходной модели).

БРСТ8формализм, как известно, весьма близок к суперсимметрии, только
по сравнению с обычной суперсимметрией Гольфанда—Лихтмана [102] число
генераторов уменьшено наполовину (до одного в обсуждаемой 28мерной си8
туации) и нет никакой связи с генераторами сдвига, т.е. с тензором энергии8
импульса. В обычных суперсимметричных теориях от тензора энергии8им8
пульса можно абстрагироваться при рассмотрении вакуумных состояний, и
вакуумный сектор описывается в терминах топологических моделей. Из8за
сокращения квантовых поправок в других ситуациях, снимающих вырождение
вакуумов, в суперсимметричных моделях этот сектор может быть достаточно
сложен и часто содержит целые "долины" и "плато".

Суперсимметричные модели имеют еще одно свойство, делающее их изучение весьма пер8
спективным: они несут информацию о симплектических структурах на пространствах петель (это
относится, по крайней мере, к случаю, когда действие не более чем квадратично по фермионным
полям [103]). В этом смысле суперсимметричные модели должны в перспективе играть такую же
роль при изучении симплектической геометрии, какую конформные играют при анализе комп8
лексной. Эта симплектическая природа квантовых суперсимметричных моделей имеет большое
значение для применимости к ним теорем типа Дустермаа—Хекмана (о точности квазикласси8
ческого приближения) [104 — 108] и — в конечно счете — для их точной решаемости. К этому
кругу вопросов относятся также важные случаи теорем об индексе и их яркие приложения [109
— 112], а также теория преобразования Николаи [113, 114].

Взамен преимуществ, доставляемых наличием алгебраической структуры
в случае модели ВЗНВ, при построении топологических моделей по супер8
симметричным имеется возможность варьировать форму действия, обычно —
потенциал. Пока наиболее яркое распоряжение этой возможностью — уста8
новление связи топологических моделей (их классификации) с теорией ка8
тастроф [115, 116]. По8видимому, это один из простейших путей объяснить
и (уже обнаруженную) их связь с интегрируемыми уравнениями.

Вообще8то, топологическими следовало бы называть модели теории поля,
не содержащие зависимости от метрики и координат пространства8времени.
Есть две возможности построить такую теорию (кстати, чем8то похожие на
разбиравшиеся ранее два сценария объединения взаимодействий). Во8первых,
можно строить модель, у которой уже классическое действие или хотя бы
уравнения движения не зависят от метрики и координат (в частности, имеется
вейлевская инвариантность относительно рескейлинга метрики,
лее требовать сокращения аномалий, т.е. стремиться не допустить возникно8
вения такой зависимости за счет квантовых поправок. (В принципе, не за8
прещено требовать, чтобы поправки сокращались между различными поряд8
ками теории возмущений.) Такая возможность реализована как в уже упо8
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минавшихся примерах, так и в более сложных примерах типа топологических
моделей Чернa—Саймонса [117, 118] в нечетном числе измерений D (с лаг8

например, AdA + (2/3)A3 при D = 3) или топо8
логических при четном D (название — в честь лагран8
жиан — Tr FD/2, например, при D = 4). Вторая возможность — взять
теорию, в которой имеется зависимость от метрики, и проинтегрировать по
метрикам в случае, когда идет речь о двумерных моделях, — по двумерным
метрикам. Связь с предыдущим вариантом имеется, по крайней мере, если
исходная модель была конформной.

В конформной теории уравнениями движения являются условия голоморфности, и если бы
не нетривиальные граничные условия (в том числе сингулярности), их решениями были бы только
константы. Поэтому, для того чтобы сделать из конформной модели топологическую, многого не
требуется: достаточно убрать источники сингулярностей и ветвлений — центральные заряды и не8
нулевые размерности. Этот вариант и обсуждается п тексте. Если говорить о неконформной модели,
то эффективная теория, полученная из нее усреднением по метрикам, могла бы быть нетривиаль8
ной. Однако система решений уравнений движения этой эффективной теории должна оказаться
инвариантной (а сами уравнения — ковариантными) относительно произвольных замен координат.
Это утверждение относится не только к двум измерениям: таким свойством должна обладать кван8
товая гравитация в любом числе измерений. Обсуждение простых примеров таких эффективных
ковариантных моделей см. в [119].

Как уже говорилось, интегрирование по двумерным метрикам может быть
описано как: 1) введение новых полей — Лиувилля и репараметризованных
духов, что можно рассматривать как модификацию модели, оставляющую ее
конформной, но обращающую в нуль центральный заряд, а затем 2) калиб8
рование алгебры Вирасоро. При такой интерпретации мы на последнем шаге
имеем более или менее обычную процедуру редукции, и результатом является
топологическая теория поля. Такая теория, однако, в одном отношении от8
личается от рассмотренных ранее. Различие это проявляется в тождествах
Уорда, которые сохраняют память либо об исходных симметриях модели, либо
об ее операторной алгебре (являются "проекцией" последней на топологиче8
ский сектор; примеры таких рекурсионных соотношений см. в [120, 121]).
Источник различия в том, что интеграл по метрикам (а значит, и по полю
Лиувилля) не совсем обычен [101]: метрика ограничена условием положи 
тельной определенности, поэтому область интегрирования в пространстве
метрик имеет границу, и эта граница может давать вклад в интеграл. На этой
границе фактически изменяется топология 28мерного пространства, и потому
имеются рекурсионные соотношения, связывающие корреляторы на поверх8
ностях различной топологии. Мы еще вернемся к этому вопросу в разделе 8,
сейчас же напомним, откуда вообще взялся интеграл по метрикам в теории
струн и как его следует вычислять.

7. Пертурбативная теория струн, или свободные безмассовые поля на
римановых поверхностях

Вернемся на несколько шагов назад, к задаче о суммировании по повер8

хностям с весом где S — площадь поверхности, измеренная во внешней
(D = 1)8мерного пространства:

Сумма по поверхностям подразумевает суммирование по всем гладким вло8
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жениям, в том числе различной топологии, — в картинке струн8частиц это
означает, что введено взаимодействие и произведена "унитаризация". Со8
гласованность вкладов различных топологий на этом этапе будет достигнута,
если константу струнных взаимодействий (такой параметр a priori имеется в
струнных моделях, хотя часто a posteriori он не представляет особого интереса
из8за явлений типа размерной трансмутации) ввести как коэффициент перед
эйлеровой характеристикой в двумерном действии (кроме этого надо согла8
совать "объемы" интегрирования для разных топологий, что является отдель8
ной задачей, решаемой в рамках теории универсального пространства моду8
лей) . Сумму по поверхностям (фиксированной топологии) естественно пони8
мать как функциональный интеграл двумерной теории поля. Действие в этом
интеграле, как уже сказано, зависит только от вложения поверхности в
(D — 1)8мерное пространство и не зависит ни от выбора координат

на 28мерной мировой поверхности. Репараметризационную ин8
вариантность действия (сорт калибровочной симметрии) обычно не составляет
труда сохранить при континуальном интегрировании, но с зависимостью от
метрики дело обстоит иначе — вейлевская инвариантность практически всегда
нарушается. Уже одна эта причина не позволяет использовать (4) в качестве
разумного эффективного действия двумерной теории — оно должно зависеть

Появление этой зависимости, в свою очередь, подразумевает, что в

сумму по поверхностям должно войти суммирование не только по вложениям,
но и по двумерным метрикам. Что касается действия, то формула (4) не годится
и по причине сильной нелинейности — работать с таким действием все равно
было бы невозможно. Формализм Полякова [56] в теории струн подразуме8
вает, что в качестве замены действия (4) надо взять

По8крайней мере в принципе, мера в интеграле по метрикам должна опре8
деляться по норме [56]

на практике часто используют более простые меры [122 — 125].
Кроме того, действия (4) и (5) буквально совпадают только на уравнениях движения для мет8

рики  а полное доказательство того, что интеграл по  указанной мерой действительно пре8

вращает (5) в (4), известно только для аналогичной 18мерной задачи (теории релятивистских ча8
стиц) . Проблема доказательства того, что разные варианты формализма дают результаты из од8
ного класса эквивалентности, вообще слабое место теории струн; c другой стороны, более чем прав8
доподобные гипотезы о том, что такое совпадение имеет место, обычно подразумевают существо8
вание замечательных и не всегда понятых (пока) связей между весьма различными вещами. (При8
мер эквивалентности различных мер в интеграле по метрикам — приведенной выше [56], инду8
цированной редукцией Дринфельда—Соколова [122, 126] и просто свободной [123 — 125], —
несмотря на свою важность, может казаться не очень впечатляющим. Намного более яркий пример
— эквивалентность формализма Полякова и метода случайных матриц; см. ниже и [127].)

При вычислении функционального интеграла приходится фиксировать
репараметризационную инвариантность и вводить соответствующие духовые
коля (b, с) со спинами 2 и –1 соответственно [56]. У метрики остается одна
настоящая степень свободы — поле Лиувилля



По метрике уже не надо интегрировать, это "базовая" (reference) мет8

ее кривизна. В качестве простейшего можно было бы предложить

и отсюда ясно, что в большинстве случаев

столы просто поступать нельзя: согласно теореме Гаусса—Бонне интеграл
пропорционален эйлеровой характеристике поверхности

и отличен от нуля. Параметр в (6) зависит от конкретной модели (в данном
случае от D: (D – 26)); многоточием обозначены поправки, они, во8пер8
вых, учитывают вклад границ 28мерной поверхности (если таковые имеются)
и, во8вторых, восстанавливают конформную инвариантность. (Иными слова8
ми, формула (6) точна, если 28мeрная поверхность замкнута и если простран 

выбрана таким образом, чтобы обеспечить

обращение в нуль например если

Похожие рассуждения могут быть проведены и в более сложных случаях,
чем модель бозонной струны (4). Исходное двумерное действие может быть
более сложным, чем просто площадь поверхности; оно может даже с самого
начала зависеть от двумерной метрики; в этом случае, правда, определение
правильного квантового эффективного действия — 28мерной конформной те8
ории, аналога (6), — становится самостоятельной проблемой.

Помимо лиувиллиевской степени свободы у метрики остаются еще дис8
кретные — топологические. Их существование связано с невозможностью при8
вести с помощью репараметризаций поверхности все метрики к виду

с одной и той же классы эквивалентности метрик раз8

личаются выбором не только Однакоб в то время как первый

из этих произволен (бесконсчномерен: x0 может быть любой функцией 28мер8
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и, как мы уже имели случай сказать, при интегрировании по полям

зависимость от x0 появляется в эффективном квантовом действии (фактически

из8за зависимости от x0 детерминантов и функций Грина операторов Лапласа).

Правильное квантовое действие, стабильное относительно квантовых попра8
вок, имеет вид (2), причем автоматически возникает сигнатура Минковского
(если

Чтобы избежать возможных недоразумений, надо сказать, что в большинстве старых текстов
говорится, что в случае D = 26 (и для других критических струн) интегралом по конформному
множителю можно пренебречь. Такая точка зрения, однако, не вполне последовательна; совре8
менный взгляд на проблему изложен в тексте. Специфика критических струн в том, что для них
поле Лиувилля  неотличимо (кроме сигнатуры, что тоже иногда важно!) от остальных полей

но это не значит, что его нет!

Вместо многоточия в рассматриваемом нами в качестве простейшего при8
мера бозонной струны надо поставить действие духов и ввести поправки,
связанные с топологией и нарушающие, вообще говоря, D8мерную лоренц8
инвариантность:
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ных координат, практически все репараметризационно8эквивалентны:

остается лишь конечно8параметрическое семейство базовых метрик
Параметры у связаны с модулями комплексной структуры 28мерной

поверхности и образуют пространство модулей, их число (размерность про8
странства модулей) зависит от топологии. Интегрирование по всем метрикам
включает в себя не только интеграл по полю Лиувилля, но и конечномерный
интеграл по пространству модулей. Фактически, после введения поля Лиу8
вилля и репараметризационных духов мы возвращаемся к ситуации, когда
никакой метрики не было, но с рядом поправок; во8первых, теперь все сделано
законно; во8вторых, действие (6) содержит лишние поля x0, которых не было
в (2); в8третьих, оно не содержит квадратного корня; в8четвертых, от метрики
остался дополнительный след — зависимость от модулей комплексной струк8
туры на поверхности.

Последнее обстоятельство означает, что при изучении струнных моделей
мы фактически имеем дело с римановыми поверхностями, оно же подчер8
кивает роль конформных моделей, также привязанных, как мы видели в со8
ответствующем разделе, к комплексной структуре. Итак, при фиксированной
топологии интеграл по метрикам сводится к интегралу по пространству мо8
дулей от некоторой величины (коррелятора) в конформной теории. Понятно
также, что интегрировать следует далеко не произвольный коррелятор: он не
должен зависеть от координат на поверхности. Фактически это требование
означает, что надо рассматривать либо корреляторы вершинных операторов
нулевой размерности, либо интегралы от операторов размерности 1; несколько
условно мы будем называть такие операторы "наблюдаемыми". Более фор8
мально, наблюдаемая должна являться элементом БРСТ8когомологии — мы
возвращаемся к идее о том, что струнная модель получается из конформной
калиброванием алгебры Вирасоро. В этой связи можно вспомнить, что про8
калибрована может быть любая киральная алгебра и "наблюдаемые" в соот8
ветствующей "струнной модели" представимы в форме интегралов по соот8
ветствующим пространствам модулей. Иногда (как в случае пространства мо8
дулей плоских связностей, связанного с калиброванием симметрии Каца—
Муди) такой подход не вызывает принципиальных затруднений, иногда (как
в случае модулей, связанных с W8симметрией, т.е. задачи о W>гравитации
[86 — 93]) до ясности еще далеко.

Пространство модулей замкнутых ориентированных римановых поверх8
ностей с отмеченными точками само является комплексным орбиобразием:
оно имеет дискретные особенности конусного типа в точках, отвечающих по8
верхностям с дополнительной дискретной симметрией. Кроме того, простран8
ство модулей a priori некомпактно, его границы отвечают вырождению по8
верхностей: перетягиванию ручек, сближению выколотых точек и т.п. Оно
имеет сложную топологию: на накрывающем пространстве Тейхмюллера
[125, 35] имеются модулярно эквивалентные области. Модулярные преобра8
зования позволяют рассматривать сближение отмеченных точек как эквива8
лент определенного перетягивания ручек и компактифицировать пространство
модулей, пополняя его лишь сингулярными поверхностями с перетянутыми
ручками (но без совпадения отмеченных точек). После такой компактифи>
кации Делиня—Мамфорда топология пространства модулей становится эк8
вивалентной топологии пространства модулей ленточных графов и легко изу8
чается [128, 129]. Комплексная размерность пространства модулей
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3p — 3 + n, где p — число ручек (род), a n — число отмеченных точек (ис8
ключения из этого правила при n = 0, 1, 2, 3 и

при п = 0, 1 — связаны с существованием конформных кил 

лингов — всюду голоморфных векторных полей с нулями в отмеченных точ8
ках).

Задачей пертурбативной теории струн является построение выражений
для "многопетлевых амплитуд" в различных струнных моделях. Реально это
требует определения корреляторов вершинных операторов в произвольных
конформных моделях на произвольных римановых поверхностях. Если эта
задача решена, то останется отобрать специфический класс наблюдаемых —
вершинных операторов, корреляторы которых устроены как меры на соот8
ветствующих пространствах модулей (причем отмеченные точки — это по8
ложения вертексов). Несколько избыточное решение задачи (нахождение всех
корреляторов) — специфика пертурбативной теории струн, которая, с одной
стороны, расширяет круг приложений, но с другой — делает ее менее адек8
ватной специфической проблеме изучения струнных моделей, чем некоторые
альтернативные методы (см. ниже раздел о "непертурбативных" подходах).

В основе пертурбативной теории струн лежит формализм свободных без>
массовых полей [125, 130, 131], т.е. гауссова теория поля с действием

свободное в том смысле, что отсутствует самодействие (вершины
и т.п.), однако из8за взаимодействия с фоновой метрикой  теория

не вполне тривиальна. Ее базовые объекты — детерминанты и функции Грина
оператора Лапласа на римановой поверхности. Все они зависят

от поля Лиувилля и от модулей комплексной структуры поверхности, причем
можно выделить объекты, зависимость которых от модулей аполитична (со8
гласована с комплексной структурой на пространстве модулей). Имеет смысл
рассматривать операторы Лапласа определенные на полях любого спина
j (иногда их называют j дифференциалами). Детерминантная формула, на8
пример, устроена следующим образом:

— действие Лиувилля, два конечномерных детерминанта det N учитывают
вклад нулевых мод операторов (соответственно голоморфных j8 и
(1 – j)8дифференциалов). Главная часть формулы — киральный детерминант

он зависит голоморфным образом от комплексных координат на про8

странстве модулей, и является сечением детерминантного
расслоения на пространстве модулей. Оператор действует из пространства
j8дифферениалов в двойственное к пространству (1 – j)8дифференциалов. Ес8
ли поля (j8дифференциалы), по которым ведется интегрирование, в конти8

центральный заряд алгебры Вирасоро для j8диф8
ференциалов,
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нуальном интеграле, неоднозначны на римановой поверхности, то

новится также аналитической функцией граничных условий (фактически —
сечением уже упоминавшегося расслоения плоских связностей над простран8
ством модулей), а к действию Лиувилля добавляется дополнительный член
(аномалия Квиллена [35, 130, 132]). Эта зависимость от граничных условий
играет ключевую роль в теории интегрируемых систем. Явные формулы для

выражают его в терминах специальных функций — тета>функций Яко>
би и Римана [133, 134]. Тета8функции Якоби определены как голоморфные
функции на g8мерных комплексных торах, фазы которых сдвигаются при об8
ходе вокруг нестягиваемых контуров на линейную функцию координат.

Обычно в справочниках по специальным функциям приводятся лишь эллиптические функ8
ции Якоби, отвечающие g = 1. Тета8функции при других значениях g — это более широкий класс
функций, во многих отношениях похожих на эллиптические. В частности, они также представимы
в форме гауссовых рядов (только многократных) и удовлетворяют специфическим уравнениям вто8
рого порядка (связывающим зависимости от точки на торе и от матрицы Т). Еще один важный
класс спецфункций, не включенных в обычные справочники, составляют интегралы от тета8фун8
кций. Их аналог для g = 0 — гипергеометрические функции (интегралы от степенных); для
g > 1 эти функции особенно сложны, потому что определены (или, точнее, интересны) только для
римановых тета8функций.

Торы различаются своими решетками, задаваемыми симметричными ком8
плексными невырожденными матрицами (i, j = 1, ..., g) с положительно

определенными мнимыми частями; множество таких матриц образует верхнее
полупространство Зигеля. Каждая замкнутая риманова поверхность рода g
может быть вложена с помощью отображения Якоби в g8мерный комплексный
тор, который называется ее якобианом, причем соответствующие
морфно зависят от модулей поверхности и называются матрицами периодов.
Вложение одной и той же поверхности не единственно, разные вложения от8
личаются модулярными преобразованиями

образующими группу Sp(g, Z). Полученные таким образом якобиевы тета8
функций (т.е. когда аргумент является функцией точки на поверхности, а
T — ее матрицей периодов) называются римановыми. Следует иметь в виду,
что (при g > 3) не все зигелевские матрицы T являются матрицами периодов.
Задача определения подмножества матриц периодов в пространстве Зигеля,
а следовательно, и независимого определения римановых тета8функций из8
вестна как проблема Шоттки. У нее существует простое решение в форме
трансцендентного уравнения при g = 4 (оно играет важную роль в модели
суперструн [135, 136]), но эффективное общее решение пока не найдено.
Неявное решение известно в форме (ныне доказанной) гипотезы Новикова
[137 — 139], согласно которой римановы тета8функций характеризуются тем,
что удовлетворяют системе нелинейных уравнений — фактически иерархии
Кадомцева—Петвиашвили (КР) [3, 5]. Тета8функции Римана плюс опре8
деленная информация об их нулях на практике достаточны для построения
функций Грина и любых иных величин в теории свободных полей.

Формула (7) обладает свойством голоморфной факторизации, уже встре8
чавшимся нам при обсуждении конформных теорий: корреляторы представи8
мы как билинейные комбинации голоморфных конформных блоков. Хотя ин8
теграл (по пространству модулей) — тоже пример билинейной комбинации,
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иногда полезно говорить о голоморфной факторизации корреляторов до ин8
тегрирования по пространству модулей. Например, в случае рациональных
конформных моделей именно до интегрирования билинейные комбинации со8
держат конечное число конформных блоков. Свойство голоморфной факто8
ризации полезно для определения струнных моделей на открытых и неори8
ентированных поверхностях. Соответствующие пространства модулей не яв8
ляются комплексными, но с помощью техники дублей они могут быть вложены
как вещественные подпространства половинной размерности в комплексные
пространства модулей замкнутых поверхностей. Более того, меры на этих
подпространствах задаются с помощью киральных компонент полной меры
(см. [140 — 142]).

Одной из простейших величин в теории струн является мера на простран8
стве модулей, задающая статсумму (вакуумную амплитуду) 268мерной бо8
зонной струны; она называется мерой Мамфорда и довольно хорошо изучена
при самых разных параметризациях пространства модулей.

О параметризациях стоит сказать отдельно, поскольку разные парамет8
ризации удобны для различных целей:

A) Для анализа модулярных свойств очень удобно пользоваться матри8
цами периодов (и теория модулярных форм — один из главных сюжетов клас8
сической теории эллиптических функций). К сожалению, из8за проблемы
Шоттки этот путь весьма сложен для g > 4 (хотя теория для g = 2, 3, 4 тоже
не очень развита; о струнных приложениях см. [143, 144]).

B) Чрезвычайно полезен подход, рассматривающий римановы поверхно8
сти как алгебраические многообразия. Проблема здесь в отсутствии простой
и однозначной параметризации пространства модулей фиксированного рода.
Важное исключение — род 2 (и 1), когда все римановы поверхности гипер8
эллиптичны. Формализм свободных полей для гиперэллиптических поверх8
ностей (и вообще абелевых накрытий римановой сферы) особенно прост: все
выражается через гиперэллиптические интегралы. Он очень часто использу8
ется для предварительного анализа эффектов сложной топологии при изуче8
нии новых моделей. Кроме того, к гиперэллиптическому формализму сводятся
некоторые специальные задачи, например модель Эшкина—Теллера (см.
[145]) или теория уравнения Кортевега8де Фриса [3]. Возвращаясь к общей
проблеме представления римановых поверхностей как алгебраических, отме8
тим, что задача описания детерминантов и функций Грина в терминах оп8
ределяющих уравнений не решена. Есть две цели, к достижению которых
можно стремиться на этом пути. Во8первых, такой взгляд должен быть удобен
для единообразной трактовки всех родов и в конечном счете для целей сум8
мирования по родам (см., например, гл. 12 в обзоре [130]). Во8вторых, ал8
гебраические поверхности могут быть определены над произвольными чис8
ловыми полями, и на этом пути устанавливается связь теории струн с важными
разделами алгебраической геометрии (ближайший из них — теория Араке8
лова; см. [146]); о связанной с этим кругом вопросов теории P8адических
струн см. [51] (она, правда, еще очень плохо разработана).

C) Параметризовать пространство модулей можно также, выбрав какую8
то поверхность, выколов на ней окрестность точки (или точек), "повернув"
эту окрестность и вклеив ее обратно. Основанный на этой идее формализм
называется конструкцией Кричевера [147, 148] и является на сегодняшний
день наиболее полезным. Основной прием при его применении — анализ го8
ломорфных сечений различных расслоений, продолжаемых или непродолжа8
емых внутрь или наружу выколотой окрестности. С пространствами модулей
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связаны обычно сечения, не продолжаемые ни внутрь, ни наружу [149]. Более
того, в сходных терминах могут быть описаны и изменения топологии
поверхности (например, операторы приклеивания ручки [150]). С конструк8
цией Кричевера связаны струнный операторный формализм [151 — 153],
а также представление универсального пространства модулей [154 — 157]
в форме бесконечномерного грассманиана [148]. Кострукция Кричевера иг8
рает также большую роль при анализе интегрируемых задач (собственно, для
этой цели она и была первоначально предложена [147]).

Второй составляющей формализма свободных безмассовых полей явля8
ется сведение разнообразных конформных моделей к наборам свободных полей
с квадратичными действиями. Иногда этa процедура по историческим при8
чинам называется бозонизацией. В принципе, эта задача — пример поиска
переменных действие—угол; важно, однако что в случае двумерных конфор8
мных моделей переход к этим переменным практически локален. Представ8
ление свободных полей известно для модели ВЗНВ [158] и различных типов
ее редукций [159, 79]. Особенно удобно оно для описания модулей Верма, и
применительно к этому кругу задач его часто называют формализмом Фей>
гина—Фуксa—Доценко—Фатееева—Фельдера [160— 163].

При описании в этих терминах неприводимых представлений, а следо8
вательно, и рациональных конформных моделей используются операторы
Фейгина—Фукса—Фельдера, или экранирующие операторы. Об их лагран8
жевой интерпретации см. [158]. Другой важный класс конформных теорий —
(N= 2)8суперсимметричные сигма8модели [164, 165], — по8видимому, сво8
дится к свободным полям с помощью преобразований Николаи; здесь, однако,
еще много неясного (см. [166]). Другие примеры см. в [167,131]. Фактически
применимость формализма свободных безмассовых полей (т.е. существование
замены переменных) удобно считать определением конформной теории.

Несколько более тонкая связь существует между этим формализмом и
двумерными интегрируемыми теориями [168]. Выше была упомянута зави8
симость кирального детерминанта от граничных условий, наложенных
на поля на поверхности. Для замкнутой поверхности граничные условия па8
раметризуются точками якобиана (в случае, когда поля — сечения линейного
расслоения над поверхностью; для многомерных расслоений место якобиана
занимает пространство отображения фундаментальной группы поверхности
в структурную группу расслоения; следующие ниже рассуждения справедливы
и в этой общей ситуации). Можно задать на якобиане набор коммутирующих
динамических потоков, например просто равномерные прямолинейные дви8
жения (намотки) с различными направлениями и скоростями, и рассмотреть

как функцию соответствующих "времен" {t}. Эта
 удовлетворяет нелокальным билинейным тождествам Хироты, инфини8

тезимальная версия которых сводится к бесконечному набору совместных (из8
за коммутативности исходных потоков) дифференциальных уравнений, об8
разующих интегрируемую иерархию (Кадомцева—Петвиашвили или интег8
рируемой иеpaрхии цепочки Тоды, если рассматривались линейные расслое8
ния на произвольных римановых поверхностях, Кортевега8де Фриса, если
поверхности были гиперэллиптическими л т.п.) При таком (наиболее разум8
ном) взгляде на интегрируемые теории фигурирующие в них "времена" не
имеют никакой интерпретации.

В отдельных случаях низшие уравнения иерархии, например sine8Gordon,
могут рассматриваться как двумерные релятивистские системы; такая интер8
претация важна, в частности, при построении интегрируемых интерполяций
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между отдельными конформными моделями (мы уже упоминали об этой идее
в контексте индуктивного построения "единой теории поля"; в качестве при8
мера см. [172, 173] о конкретных результатах, касающихся интерполяций,
задаваемых потоком ренормгруппы). Подчеркнем, что в этих случаях исполь8
зованная в общей конструкции риманова поверхность ("поверхность спект8
ральных параметров") не имеет прямого отношения к 28мерному простран8
ству8времени; адекватное описание соотношения между ними, по8видимому,
может быть достигнуто в теории двойных петель (см. по этому поводу
[40, 41]).

8. Непертурбативная теория струн

Следующей задачей теории струн после построения исчисления на ри8
мановых поверхностях (которое мы отнесли к введению пертурбативной те8
ории) должна быть сумма по всем таким поверхностям, в том числе и сумма
по топологиям. Попытаться явно вычислять интегралы по пространствам мо8
дулей и затем складывать полученные результаты занятие в равной степени
безнадежное и бессмысленное: что действительно важно — это выявление
новых структур, которые должны возникнуть после суммирования по моду8
лям и топологиям. С самого начала, если верить в струнную программу, из8
ложенную в начальных разделах этих заметок, понятно, что эти новые струк8
туры должны обеспечить единообразный подход, во8первых, ко всем рима8
новым поверхностям, независимо от топологии, а во8вторых, что не менее
важно, и ко всем струнным моделям, независимо от того, какие конформные
теории положены в их основу.

Этот второй аспект непертурбативных вычислений становится особенно
важным, если вспомнить об идее полной теории струн как "единой теории
поля", т.е. о динамическом объединении всех струнных моделей в единое це8
лое. Если такое целое и имеется, то пертурбативный анализ не обязан это
учитывать: пертурбативные разложения вблизи различных экстремумов оп8
ределяются только их ближайшими окрестностями и никак не связаны друг
с другом. Непертурбативные же (точные!) результаты знают все: примени8
тельно к нашей ситуации это означает, что непертурбативное вычисление,
проделанное для одной струнной модели, должно фактически знать и обо всех
остальных! Конечно, при строго дедуктивном подходе так получиться не мо8
жет, и отражением этого факта является отсутствие однозначного метода не8
пертурбативных вычислений в квантовой механике: ряды теории возмущений
обычно асимптотические (т.е. расходящиеся) и могут быть просуммированы
к какой8то определенной величине только после привлечения дополнительной
"непертурбативной" информации (чаще всего об аналитических свойствах
потенциала и его поведении на бесконечности).

В современной ситуации с теорией струн, когда задача состоит в том,
чтобы саму эту теорию изобрести, все сказанное означает, что дополнитель8
ная информация должна быть постулирована в форме каких8то новых прин8
ципов. Требование к этим принципам, однако, довольно жесткое: что бы ни
было объявлено непертурбативным ответом, его разложение в ряд теории воз8
мущений должно воспроизвести сумму по поверхностям. Поэтому самый без8
опасный способ — не постулировать ничего сразу, а начать8таки с попыток
выполнить это суммирование и в процессе найти необходимые новые прин8
ципы. Процесс этот еще далек от завершения, поэтому точность расстановки
акцентов в этом разделе еще менее гарантирована, чем в других частях текста.
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Наиболее прямые подходы к суммированию по модулям и топо8
логиям исходят из задачи о единообразном описании всех римановых
поверхностей. Основное понятие здесь — универсальное пространство мо>
дулей (УПМ): объединение всех пространств модулей, в котором к границам

приклеиваются пространства (перетягивание "ручки"),

(перетягивание цикла, гомологичного нулю),

(совпадение отмеченных точек). Различные определения УПМ могут исклю8
чать некоторые из этих склеек, а также определяют конкретные правила
склейки (см., например, [154]). Одна из целей введения такого пространст8
ва — фиксировать относительные нормировки мер на пространствах различ8
ных топологий: это часто называется условиями факторизации (а их след8
ствия для корреляторов наблюдаемых, т.е. для интегралов с этими мерами, —
рекурсионными соотношениями). Построение УПМ и струнных мер на нем
происходит "сверху вниз" — от сложных топологий к простым: условие фак8
торизации фактически определяет меру на как ограничение меры на
пространстве модулей с большими p и n, и задачи суммирования ряда теории
возмущений состоит в том, чтобы "угадать", что следовало бы назвать мерой

В определенном смысле обратная процедура использует идею оператора
приклеивания ручки (ОПР). На этом языке просуммировать ряд — значит
экспоненцировать проинтегрированный по положениям и размерам ручки
ОПР (на самом деле — целое семейство ОПР, градуированное коразмерно8
стями, — это необходимо для учета взаимовлияния ручек). Эта задача, воз8
можно, не столь уж и безнадежна, особенно если будет найдено эффективное
описание поверхностей как (неабелевых) накрытий над римановой сферой.
Фактически при работе с УПМ и ОПР самая полезная техника связана с кон8
струкцией Кричевера (струнным операторным формализмом), и УПМ обычно
представляется как фактор какой8то версии бесконечномерного грассманиана.
Этот грассманиан, в свою очередь, очевидным образом связан с алгебрами

а через них — и с соответствующими моделями
ВЗНВ и их редукциями. В числе последних находятся очень многие конфор8
мные модели, поэтому грассманиан имеет довольно близкое отношение и к
задаче об описании множества всех конформных моделей ("фазового простран8
ства" полной теории струн).

Существенный технический прогресс в сфере непертурбативных вычис8
лений, приведший к более ясной формулировке наших ожиданий в этой об8
ласти, связан с формализмом матричных моделей [174 —176]. Этот типичный
метод дискретной математики, долгие годы активно применявшийся в стати8
стической физике, оказался весьма мощной альтернативой формализму По8
лякова в применении к струнным (но не конформным) моделям. Идея при8
ложения этого метода — построить исчисление Редже для двумерной грави8
тации. Однако, в отличие от стандартного формализма Редже, предлагается
ограничиться триангуляциями с фиксированными (и одинаковыми) длинами
сторон треугольников. Несмотря на полную неясность в вопросе о причинах
эквивалентности так определенной квантовой гравитации и теории Лиувилля,
во всех случаях, когда ответы удалось получить обоими методами, они сов8
падают.

Обычное оправдание заключается в том, что в непрерывном пределе, когда треугольники очень
малы, их форма не может быть существенной. Чего следовало бы опасаться в первую очередь, если
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думать, что процедура неправильна, — так это вообще отсутствия непрерывного предела. Предел,
однако, находится явным вычислением и действительно хорошо определен. В этом смысле такое
определение 28мерной квантовой гравитации имеет не меньше прав на существование, чем стан8
дартное (т.е. "по Полякову"). Вопрос тем не менее остается и состоит в том, почему эти определения
совпадают (по существу, это вопрос об эквивалентности квантовых мер), возможно, эта проблема
имеет отношение к интересному вопросу [146] о распределении алгебраических точек в простран8
стве модулей (см. [127])

С технической точки зрения польза такой модификации метода Редже
очевидна: после отказа от суммирования по длинам треугольников любую
триангуляцию можно заменить на дуальный граф с тройными вершинами, а
задача о перечислении таких графов — это задача об определении интеграла

Интересно, конечно, рассматривать корреляторы, т.е. вводить в триангуляции
некоторые возмущения. Проще всего описать возмущение, заменив какие8то
из тройных вершин графа на четверные и т.п. Если к тому же стремиться
различать вклады триангуляции с разными топологиями, то по методу т'Хофта
надо заменить числовые переменные интегрирования m квадратными матри8
цами M размера т.е. рассмотреть интеграл

Непрерывный предел удобнее всего брать прямо в этих терминах, стремясь

Он определяет статсумму дискретной матричной модели. Для получения кор8
реляторов в струнной модели надо еще взять непрерывный предел
Непрерывные пределы бывают различными в зависимости от предполагаемого
поведения коэффициентов {tk}. В одном из таких пределов можно восстановить

разложение по топологиям (по обратным степеням N). В более интересном
двойном скейлинговом пределе [177 — 180] получается сумма по всем то8
пологиям. Глядя на формулу (8), легко понять, что взятие пределов
подразумевает какие8то аналитические продолжения (более того, по самому
своему определению непрерывный предел предполагает сингулярное поведе8
ние {t} , т.е. расходимость интеграла (8)). Таким образом, необходимо оп8
ределить какие8то разумные свойства статсуммы (8), которые не пропадают
при взятии предела. Подобными свойствами могут быть уравнения (тождества
Уорда), наложенные на {t}. Они имеют вид условий Вирасоро [181 — 185]

где в конкретном случае модели (8)

Иной формой их записи являются уже упоминавшиеся рекурсионные соот>
ношения. Следствием этих тождеств является то, что оказывается

интегрируемой иерархии цепочки Тоды [184] (т.е. удовлетворяет
билинейным уравнениям Хироты). Величиной, удовлетворяющей самим урав8
нениям цепочки Тоды, является



функция, определенным образом по8

строенная по V(X). Эта формула известна как модель Концевича [129, 186].
Можно доказать [187 — 190], что эта же имеет чисто топологи8
ческий смысл — задает производящий функционал для топологических ин8
вариантов: классов Черна расслоения дивизоров на пространстве модулей. Как
и следовало ожидать (или хотя бы надеяться), разные пути определения то8
пологических моделей — прямо по топологии и усредненным по метрикам —
ведут к одинаковым результатам.

Матричные модели могут быть построены и в случаях, когда имеется не
одна только квантовая гравитация, но и исходная конформная модель; пока
что известны результаты только для вирасоровских (p, q)8минимальных мо8
делей, все они имеют с < 1. Замечательным образом непертурбативные стат8
суммы для всех моделей с q = 2 даются теми же формулами (8) и (9) [191]:
непертурбативный ответ для одной модели действительно знает о существо8
вании другой! Аналог формулы (8) для моделей с q > 2 выглядит сложнее —
это дискретные многоматричные модели [192, 181 ] (число матриц равно
q – 1), — однако в формуле (9) матрица по8прежнему одна, надо только за8
менить потенциал на V(X) = Xq+l. Место иерархии КдФ занимает q8редукиия
иерархии КР, а вместо условий Вирасоро возникают Так что

модель Концевича (9) с произвольным V(X) уже близка к непертурбативной
статсумме для целого класса струнных моделей [186], именно — всех, свя8
занных с иерархиями КР и "двумеризованной иерархии Тоды", или, что то
же самое, с линейными расслоениями над римановыми поверхностями.

точки зрения все эти модели могут интер8
претироваться как (D = 2)8мерные струны (роль координаты играет ска8

лярное поле Фатеева—Доценко, возникающее при бозонизации минимальных
моделей, а роль x0, как обычно, — поле Лиувилля). Ограничение
с требованием отсутствия тахионных возбуждений, т.е. с устойчивостью фазы,
описываемой данной моделью (в этой связи нельзя исключить, что другие
модели гетеротических струн без тахионов могут доставить новые классы не8
пертурбативных моделей). Особое место занимают ("с = 1)8модели", в кото8
рых в качестве исходной конформной теории фигурирует гауссова теория поля

со значениями в окружности или отрезке длины R. Интерес к этим моделям

связан, во8первых, с наличием свободного параметра R; во8вторых, — с ожи8
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к сохранению интегрируемой структуры. Двойной скейлинговый предел —
тот, в котором иерархия цепочки Тоды превращается в иерархию Кортевега8де
Фриса (КдР), так что непертурбативной статсуммой 28мерной квантовой гра8
витации является иерархии КдР (времена T — определенные
линейные комбинации времен t и N), удовлетворяющая системе условий Ви8
расоро (несколько отличающихся от приведенных выше). Эта
может быть записана в форме матричного интеграла, но весьма отличного
от (8):

на непертурбативную статсумму; в8третьих,

— с наличием связного (а не дискретного, как в остальных случаях) семейства
наблюдаемых при но главное — с необходимостью усовершенствования
имеющейся техники непертурбативных вычислений для описания (с = 1)8мо8



Заслуживает упоминания еще одна важная точка зрения на те же ре8
зультаты. Условия Вирасоро и их (они же — рекурсионные

соотношения) могут быть интерпретированы как симметрии, индуцированные
операторной алгеброй вершинных операторов при ограничении на множество
наблюдаемых (первичных полей определенной размерности). Эта алгебра на8
блюдаемых — по8настоящему инвариантная характеристика модели, не за8
висящая от рода поверхности, модулей и интегрирования по метрикам. Изу8
чение алгебр наблюдаемых и переформулировка всех сведений о струнных
моделях в терминах этих алгебр — одна из актуальных задач теории струн
на ближайшее будущее. (Об интересных и пока что далеко не полных ре8
зультатах в этом направлении, в том числе связанных с 48мерной геометрией,
которые получены при изучении (с = 1)8моделей, см. [193, 194].) В дальней8
шей перспективе теории струн калибрование и этих симметрии — "третичное
квантование" и построение адекватной "струнной теории поля".

Если отвлечься от всех подробностей, то общая схема построения теории
струн ("снизу—вверх" — индуктивным методом, которым приходится дей8
ствовать в процессе изобретения теории) состоит в следующем:

1) Возьмем любую конформную модель. В ее операторной алгебре выде8
лим киральную алгебру.

2) Путем калибрования киральной алгебры строим соответствующую
струнную модель. "Остаток" операторной алгебры (ее "проекция" на классы
БРСТ8когомологий, связанных с киральной алгеброй, или, еще проще, ее
"фактор" по киральной алгебре) образует алгебру наблюдаемых. Отметим,
что в нее входят операторы, изменяющие топологию. Струнная модель может
быть описана либо как новая конформная модель (с лишними полями Лиу8
вилля и духов; с нулевым центральным зарядом киральной алгебры, подправ8
ленной с учетом этих полей, и с разрешением рассматривать лишь часть вер8
шинных операторов — "наблюдаемые"), либо как топологическая гравитация
(используя тот факт, что корреляторы наблюдаемых — топологические ин8
варианты). В первом случае алгебра наблюдаемых может рассматриваться
просто как фрагмент операторной алгебры новой конформной модели (причем
все поля — потомки по отношению к подправленной киральной алгебре от8
брасываются), во втором алгебра наблюдаемых имеет форму рекурсионных
соотношений.
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дел ей (так, о разумных матричных моделях, определяющих непертурбатив8
ную статсумму и содержащих зависимость от R, пока неизвестно).

Мораль, которую можно извлечь из этих первых непертурбативных ре8
зультатов в теории струн, состоит в том, что естественной структурой, воз8
никающей после суммирования рядов теории возмущений, может быть струк8
тура интегрируемости. Нахождение непертурбативной статсуммы подразуме8
вает, что все возмущения, которые имеются в теории, проэкспоненцированы.
Эффективное действие в такой ситуации наверняка бесконечно8параметрич8
но. Но если так, то должна иметься богатая симметрия, связанная со свободой
произвольных замен переменных (полей) в функциональном интеграле (обыч8
но ее нет из8за требования минимальности, мотивированного, например, пе8
ренормируемостью). Эта симметрия (выраженная в форме условий Вирасоро
в разобранных выше примерах матричных моделей) выражает инвариантность
статсуммы относительно очень широкого класса замены своих аргументов
("времен"). Этот произвол может быть использован для выбора "времен" ка8
ким8нибудь удачным образом. Матричные модели подсказывают, что удачным
может оказаться выбор, при котором статсуммы оказываются
интегрируемых иерархий.
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3) Путем калибрования алгебры наблюдаемых строится "непертурбатив8
ная струнная модель". Вводимые при этом калибровочные поля, связанные
с наблюдаемыми, интерпретируются как физические поля (в пространстве8
времени, если таковое имеется). С 28мерной точки зрения эти поля "возму8
щают" действие струнной модели — превращают ее в другую струнную мо8
дель: непертурбативная стутсумма одна и та же для всех моделей. Как уже
говорилось, шаг 3) пока лишь изучается для одного класса койформных те8
орий — минимальной вирасоровской серии. Роль физических полей при этом
играют "времена" в теории (9). Исследование этого примера укрепляет
веру в два важнейших свойства непертурбативной статсуммы: рассматрива8
емая как функция физических полей, она, во8первых, действительно уни8
версальна — одна для всего класса минимальных моделей, а во8вторых —
интегрируема, является Эти два утверждения, возможно, следует
рассматривать как основные предсказания теории струн для теории фунда8
ментальных взаимодействий. Однако потребуется еще много работы, чтобы
придать ясный смысл словам, что точное эффективное действие стандартной
модели как функции полей Янга—Миллса является логарифмом
(т.е. удовлетворяет петлевым уравнениям специального вида, связанным с
билинейными соотношениями Хироты).

Что же до самой теории струн, то в число ее задач входит, естественно,
и поиск независимого априорного определения универсальной непертурба8
тивной статсуммы. Только после нахождения такого по8настоящему фунда8
ментального принципа станет возможным дедуктивное построение теории и
вообще "правильный" взгляд на всю совокупность проблем, объединенных
под именем теории струн.

9. Вместо заключения, или комментарий о струнном моделестроении

Вместо того чтобы как8либо оценивать достижения теории струн вообще,
справедливее, наверное, сказать несколько слов о том, что достигнуто в на8
правлении, послужившем источником всего ее развития. Это полезно как для
того, чтобы правильнее соотносить прогнозы и результаты, так и для того,
чтобы видеть, в каком направлении вторые отклоняются от первых. Итак,
мы имеем сегодня в качестве струнных моделей Великого объединения? Поч8
ти по определению это класс критических конечных струнных моделей, в
низкоэнергетическом пределе которых могла бы возникать стандартная мо8
дель либо какая8то заданная модель Великого объединения. Фактически, пока
речь идет о более или менее понятой пертурбативной физике струн, этот
класс безгранично велик.

Наиболее знаменита (исторически первая) 108мерная модель гетероти8
ческих струн с калибровочной группой компактифицированная на

многообразие Калаби—Яо с динамическим нарушением суперсимметрии при
низких энергиях (см. по ее поводу [38, 39, 195]). Обобщением подразумева8
емой при построении этой модели процедуры последовательной струнной ком8
пактификации из 26 измерений сначала в 10, а затем в 4 (именно с требованием
существования "изящного" промежуточного 108мерного этапа была связана
изначальная иллюзия об уникальности модели) является конструкция обшир8
ного множества так называемых 48мерных струн [196 — 199], многие из ко8
торых ничуть не менее приемлемы с феноменологической точки зрения.

Все трудности с определением "оптимальной" модели струнного объеди8
нения те же, что и с обычным сценарием Великого объединения: эксперимен8
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тальная информация совершенно недостаточна не только для определения
структуры теории вблизи планковских масштабов (где только и начинает про8
являться отличие струнного объединения от любого другого), но даже для
выбора между сценарием Великой пустыни и моделями, построенными в рам8
ках концепции техницвета или для выяснения вопроса о существовании
48мерной суперсимметрии в мире элементарных частиц намного ниже план8
ковских энергий. Эти два примера — сегодняшние проблемы эксперимен8
тальной физики (так, исследование эффектов на уровне радиационных по8
правок в модели Глэшоу—Вайнберга—Салама близко к исключению наиболее
разумных из моделей техницвета, что увеличивает веру в существование Ве8
ликой пустыни, и тогда последние данные о величине трех констант фунда8
ментальных взаимодействий угла Вайнберга и
вают скорее на справедливость суперсимметричного сценария: введение су8
перчастиц способствует пересечению линий ренормгрупповой эволюции трех
параметров в одной точке [53]).

Эффекты квантовой гравитации — единственные специфические именно
для теории струн (в рамках обычного Великого объединения их просто не 
возможно описать) — еще долго будут за пределами экспериментальных воз8
можностей (сегодняшняя задача здесь — обнаружить хотя бы классические
гравитационные волны большой амплитуды). В этом смысле задачей струнного
моделестроения может быть одно из двух: убедиться в существовании каких8то
струнных моделей, которые дают феноменологически приемлемые модели Ве8
ликого объединения в своем низкоэнергетическом пределе (т.е. при энергиях
типа 1015 ГэВ), или же из чисто теоретических соображений понять выде8
ленность одной8единственной из таких моделей. Первая из этих задач, по8
видимому, выполнена: на множестве примеров показано, что практически
любая мыслимая теория поля при энергиях типа 1015 ГэВ может рассматри8
ваться как низкоэнергетический предел какой8нибудь струнной модели. Су8
щественно, правда, что изучение струнных моделей привело к возникновению
массы новых идей и концепций в самой теории Великого объединения (на8
пример, о вакуумном конденсате дилатона, о кэлеровой структуре действия
для скалярных полей, о лишних Z8бозонах, о динамическом нарушении су8
персимметрии, о естественности скрытой материи и т.д.).

Все эти идеи, однако, имеют разве что историческое отношение к струн8
ному объединению (скорее — к теории струн, как к области математической
физики, или, еще точнее, как к образу мыслей) — они не являются ни не8
обходимыми, ни даже "естественными" для струнных моделей и имеют право
на существование и успех или неудачу независимо от справедливости идеи
о фундаментальных струнах. Что касается возможности теоретически по8
нять, что есть "правильная" модель Великого объединения, то до этого весьма
далеко. Уточнению самого вопроса и описанию современных идей о том, как
его решать, собственно, и были посвящены эти заметки.

При обсуждении феноменологически приемлемых струнных моделей объ8
единения используются в основном два класса моделей:

А) 108мерные гетеротические струны, компактифицированные на про8
странства Калаби—Яо. Об исходных идеях этого подхода см. [39, 195], об
описании и классификации пространств Калаби—Яо, о современном подходе
к исследованию таких моделей, основанном на применении орбифолдов, те8
ории катастроф и вообще теории (N = 2)8суперсимметричных сигма8моделей
см. в [115— 116].
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В) 48мерные гетеротические струны (часто их называют просто 48мер8
ными струнами). Они строятся с помощью 228мерных решеток.

Наиболее перспективным представляется поиск подходов, как8то выде8
ляющих 48мерное пространство. Более того, их не надо специально искать —
занятие теорией струн само постоянно наводит на эти вопросы: помимо нашей
воли струна и размерность D = 4 слишком много "знают" друг о друге. На
самом простом уровне их глубокая связь выражается в том, что D = 4 — ми8
нимальная размерность пространства8времени, где мировые поверхности
струн, находящиеся в общем положении, еще пересекаются. Простейшим же
выражением этого факта является гипотеза о "перенормировке" любой другой
размерности к 4 за счет эффектов квантовой гравитации (эффект типа обра8
зования хаусдорфовой — фрактальной — размерности). Технически эта же
идея выражается в существовании специфических конформных сигма8моде8
лей при D = 4, в которых конформная инвариантность обеспечивается при8
сутствием топологического члена (индекса пересечения 28мерных поверхно8
стей в 48мерном пространстве) [200]. Напомним, что другой, безусловно, за8
мечательной возможностью, предоставляемой струнным сценарием объеди8
нения, является автоматическое появление сигнатуры Минковского в
пространстве8времени, как следствия 28мерной вейлевской аномалии.

Тесно связан с двумя предыдущими еще один факт: 48мерное пространство
возникает при комплексификации 28мерного. Как уже говорилось, проведен8
ные непертурбативные вычисления указывают на определенную выделенность
(с = 1)8струнных моделей, у которых уже есть достаточно много степеней сво8
боды и симметрии, но это еще не приводит к потере устойчивости вакуума.
Напрямую значение с = 1 отвечает D = 2, но по разным причинам можно
ожидать, что потребуется комплексификация. Две из этих возможностей до8
статочно наивны, чтобы сказать о них без особых комментариев. Во8первых,
можно заметить, что в моделях с двумерной (N = 2)8суперсимметрией ска8
лярный супермультиплет содержит пару скалярных полей, что в сигма8мо8
дельном подходе предполагает удвоение величины D; с другой стороны, по8
явление (N = 2)8суперсимметрии на мировом листе выглядит довольно есте8
ственно в свете сегодняшнего понимания взаимосвязей струнных и тополо8
гических моделей. Во8вторых, можно вспомнить, что переход от открытых
струн к замкнутым может рассматриваться как комплексификация, в том чис8
ле и комплексификация вершинных операторов, а тем самым и как удвоение
размерности D (числа степеней свободы). Эти соображения, видимо, подтвер8
ждаются и анализом некоторых характеристик алгебры наблюдаемых (с = 1)8
моделей [194], выявляющим какие8то зачатки твисторной структуры, харак8
терной для D = 4. Пока что мы лишь приблизились к тому, чтобы сделать
идеи такого рода доступными для изучения: предстоит еще большая работа,
чтобы выяснить, являются ли они действительно полезными для приложений
к теории фундаментальных взаимодействий. Подчеркнем только, что эти идеи
связаны с изучением динамики струн и сравнением динамики различных
струнных моделей. Замечательно, что логика развития теории привела (или,
по крайней мере, близко подводит) к выводу, что ключевыми для определения
динамически выделенных моделей струнного объединения в рамках будущей
теории струн с большой вероятностью окажутся вопросы о числе измерений
пространства8времени и о его сигнатуре, т.е. фактически те самые вопросы,
которые и побудили нас заняться поисками за рамками обычной локальной
квантовой теории поля. Причем мало того, что эти вопросы оказываются клю8
чевыми: уже просматривающиеся ответы на них, предлагаемые теорией струн,
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должны удовлетворять самым взыскательным вкусам: D = 4, а сигнатура рав8
на ( – , + , + , +).

10. О литературе

Итак, мы завершили краткий обзор идей, составляющих основу новой
области знания — теории струн. Выбранный способ изложения — мало фор8
мул, много слов — вряд ли может быть признан совершенно адекватным при
обсуждении вопросов математической физики, зато он позволил представить
в ограниченном объеме широкий спектр проблем. Чтобы хоть как8то ском8
пенсировать отсутствие необходимых подробностей, которые только и могут
сделать теорию содержательной, мы приводим с небольшими комментариями
список литературы по отдельным разделам теории струн. Список этот не про8
сто неполный, в него сознательно не включено большинство оригинальных
работ. Вместо этого, как и везде в тексте, по возможности отобраны более
свежие и подробные статьи, в которых можно найти и недостающие ссылки.

К сожалению, сколько8нибудь подробных учебников по теории струн нет
ни на русском языке, ни на английском. Пока что лучше всего методология
и сам дух теории отражены в книге А. Полякова [200], хотя многие из ре8
зультатов и даже целых направлений остались за рамками этой небольшой
книги. Большой фрагмент теории струн — простейшие струнные модели и
их свойства в древесном и однопетлевом приближении — представлен в мо8
нографии М. Грина, Дж. Шварца и Э. Виттена [21]. Фактически это сборник
оригинальных статей, относящихся к нескольким годам "золотой эры" струн8
ного сценария Великого объединения. Близка по тематике недавно вышедшая
монография С. Кетова [201]. Намного более компактные обзоры на ту же
тему [202 — 205] были опубликованы в специальном "струнном" выпуске
УФН в 1986 г. — на пике "струнного бума"; см. также [206]. Положение
теории струн накануне этого бума довольно полно отражено в обзоре
Дж. Шварца [207], не потерявшем своей актуальности для приступающих к
изучению предмета (правда, этот материал в значительной степени вошел в
книгу [21]).

Краткое изложение философии струнного объединения см. в [22]. В пе8
речисленных источниках практически не отражена современная теория струн,
начиная с формализма римановых поверхностей ("многопетлевых вычисле8
ний"). Лучшим обзором на эту тему является статья В. Книжника в УФН
[130]; см. также [125, 131, 208, 209]. Несколько адаптированное изложение
тех же вопросов см. в [210] и в небольшой, но очень удачной по отбору ма8
териала книге [35]. Подробных обзоров, посвященных еще более свежим про8
блемам теории струн (общей теории конформных моделей, непертурбативным
методам, матричным моделям) пока нет. Поэтому мы приведем ниже не только
ссылки, но и очень сжатые комментарии по поводу отдельных понятий и ме8
тодов, в основном выделенных жирным шрифтом в основном тексте.

Ряд математических объектов, используемых в современной квантовой
теории поля, был представлен несколько лет назад в небольшом "словаре"
М. Ольшанецкого, опубликованном в "УФН" [211]; намного более подроб8
ными и взаимодополняющими "словарями" могут служить книга8энцикло8
педия [212] и прекрасный обзор [213] — практически все рассматриваемые
в них алгебро8геометрические объекты ныне встречаются в различных раз8
делах теории струн.
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11. Словарь терминов

АЛГЕБРА — прежде всего это большой раздел математики, рамки кото8
рого трудно строго очертить; см. по этому поводу [213]. Учебники по клас8
сической алгебре: [214, 215], по алгебраической геометрии: [216, 217]. Кроме
этого широкого значения, слово АЛГЕБРА имеет и узкое. Оно используется
как термин для обозначения множества с бинарной операцией — отображе8

(чаще всего это множество — МОДУЛЬ над коммутативным
кольцом, а роль кольца обычно играют целые, рациональные, вещественные
или комплексные числа). В стандартных вузовских курсах изучается ЛИ8
НЕЙНАЯ АЛГЕБРА (фактически алгебра матриц). Особое значение в физике
имеют АЛГЕБРЫ ЛИ, т.е. алгебры, в которых билинейная операция обладает
свойствами коммутатора: [а, а] = 0, и выполнено тождество Якоби
[а, [b, с]] + [b, [с, а]]+ [с, [а, b]] = 0. Наиболее доступные учебники по ал8
гебрам Ли: [218 — 220]. Алгебры Ли появляются в физике как алгебры ин8
финитезимальных симметрии, однако имеет смысл рассматривать и нелиев8
ские симметрии, например связанные с W8алгебрами. Структура алгебры Ли
сама по себе не предполагает возможности перемножать элементы (генера8
торы) алгебры, поэтому вместе с алгеброй Ли часто приходится рассматривать
ее бесконечномерную УНИВЕРСАЛЬНУЮ ОБВЕРТЫВАЮЩУЮ, порож8
денную всевозможными формальными произведениями генераторов и их ли8
нейными комбинациями. Из других конструкций, связанных с алгебрами Ли,
в теории струн наиболее часто встречаются "конструкция Танаки—Крейна"
([220], гл. 12) — описание групп Ли в терминах их представлений (и ее
составляющие типа теории коэффициентов 3j8, 6j8символов и т.п.)
[62], квантовые деформации алгебр Ли (квантовые группы), системы корней
и весов, орбиты коприсоединенных представлений (по поводу последних и их
роли в общей теории представлений см. [220]).

АЛГЕБРА ВИРАСОРО — центральное расширение алгебры векторных
полей на окружности (диффеоморфизмов окружности, Diff S1/S1); можно рас8
сматривать также алгебры голоморфных векторных полей на римановых по8
верхностях с отмеченными точками (АЛГЕБРЫ КРИЧЕВЕРА—НОВИКОВА
[57]; см. также [149]). Появляется в теории струн в двух главных ролях:
алгебры генераторов конформной симметрии [58 — 61] и (подалгебры) ал8
гебры наблюдаемых в ряде (во всех?) струнных моделей. С исполнением вто8
рой из этих ролей связаны условия Вирасоро (Virasoro constraints), в теории
матричных моделей [181 — 185] (в более узком классе моделей на статсуммы
накладываются более жесткие W8условия). О геометрическом квантовании
алгебры Вирасоро см. [126, 221, 222].

АЛГЕБРА НАБЛЮДАЕМЫХ в топологических и струнных моделях —
аналог операторной алгебры в конформной теории. В отличие от конформного
случая, наблюдаемые не зависят от точки на поверхности и потому их алгебра
имеет больше шансов оказаться настоящей алгеброй (однозначной билинейной
операцией). Ее ассоциативность однозначно связана с полнотой модели (уни8
тарность достаточна, но не необходима). Алгебра может включать в себя как
коммутативное кольцо (ground ring), так и алгебру Ли (алгебру симметрии).
Алгебру наблюдаемых можно легко определить в топологических моделях,
которые заданы в форме фактора конформной модели, т.е. когда центральный
заряд нуль, а наблюдаемые представлены вершинными операторами нулевой
размерности, либо интегралами от операторов единичной размерности (то8
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ков) — тогда алгеброй наблюдаемых становится просто фактор полной опе8
раторной алгебры (при таком подходе к струнной модели достаточно отбросить
все вирасоровские потомки в правых частях операторных разложений). При
определении алгебры наблюдаемых по 38точечным функциям (при этом, прав8
да, неясно, возникнет ли настоящая алгебра) надо рассматривать "киральные
корреляторы" — аналоги конформных блоков. Из полных вещественных кор8
реляторов извлекается информация только о симметричной части алгебры
наблюдаемых (о коммутативном кольце). Значение алгебры наблюдаемых в
том, что это наиболее важная инвариантная характеристика топологической
модели (не зависящая ни от представления ее в виде конформной меры, ни
от рода поверхности). Именно эта алгебра должна рассматриваться в качестве
киральной (т.е. калиброваться) при переходе от струнной модели к (струнной)
теории поля в пространстве8времени. Изучение алгебр наблюдаемых нахо8
дится в начальной стадии; примеры простейших топологических моделей см.
в [65], примеры струнных моделей — в [193, 194]. Специфика струнных
моделей в наличии среди образующих алгебры операторов, изменяющих то8
пологию поверхности. При представлении струнной модели в форме какой8
нибудь топологической гравитации роль алгебры наблюдаемых играют РЕ8
КУРСИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ [120, 121].

АЛГЕБРЫ ДВОЙНЫХ ПЕТЕЛЬ — деформации алгебр 28петель — го8
ломорфных отображений 28мерных комплексных многообразий в обычные
(конечномерные) алгебры Ли G. Об их возможной принципиальной роли в
теории струн см. [40, 41]. Особое место занимает алгебра Мойэла—Бейке 
ра—Фэрли [223 — 225], отвечающая случаю G = U(l); это деформация ал8
гебры гамильтоновых векторных полей на римановых поверхностях (алгебры
диффеоморфизмов, сохраняющих площадь). Деформация включает в себя
центральной расширение (2g8параметрическое для поверхности рода g) и кван8
товую деформацию (последняя фактически изоморфна алгебре символов Вей8
ля в квантовой механике [226]). Эта алгебра уже появилась в нескольких
контекстах в теории струн: как аналог алгебры Вирасоро в теории мембран,
как одна из интерпретаций алгебры Ли [82 — 85], как алгебра наблю8
даемых (точнее, ее "половина") в важной струнной модели "с =1" [193, 194].
Одно из замечательных свойств алгебры Мойэла—Бейкера—Фэрли: кванто8
вая деформация не разрушает структуру алгебры Ли, как это происходит для
конечномерных алгебр и алгебр Каца—Муди (алгебр 08 и 18петель).

АЛГЕБРЫ КАЦА—МУДИ — специфические бесконечномерные алгебры
конечного роста, являющиеся центральными расширениями алгебр 18петель.
Лучшее руководство по "простым" алгебрам такого типа — книга В. Каца
[227], а по их приложениям как алгебр 18петель — [228]. Алгебры Каца—
Муди в теории струн главным образом появляются в роли киральных алгебр.
В универсальной обвертывающей алгебр Каца—Муди лежат другие важные
киральные алгебры — Вирасоро и W. Наиболее непосредственным образом с
алгебрами Каца—Муди связана конформная модель ВЗНВ, которая может
рассматриваться как продукт геометрического квантования таких алгебр (дей8
ствие МВЗНВ равно d– 1 от формы Кирилловa—Костанта [220, 63] алгебры
Каца—Муди). Выделенность "простых" алгебр Каца—Муди, как киральных
алгебр, в современной теории, по всей вероятности, временная и связана с
относительной легкостью их изучения (наряду с алгебрами Каца—Муди с
этой точки зрения представляют интерес также гиперболические алгебры и
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особенно алгебры 28петель, а возможно, и D8, (D – 1)8 или (D/2)8петель).
Более фундаментальна для струнных приложения их роль как алгебр 1 8петель:
достаточно вспомнить, что замкнутая струна — это, в сущности, петля
в пространстве8времени. О попытках использовать формализм алгебры петель
для переформулировки результатов пертурбативной теории струн см. [229]
(такого рода деятельность называется СТРУННОЙ ТЕОРИЕЙ ПОЛЯ).

введены А. Замолодчиковым в [73] как замкнутые ас8

социативные конечно8порожденные операторные алгебры, содержащие опе8
раторы целого спина, превышающего 2. Общее обоснование существования
классических W8алгебр, ассоциированных с простыми алгебрами Ли G, см. в
[741], более современный взгляд представлен в [324, 325], структура соот8
ветствующего пространства модулей (аналога модулей комплексной струк8
туры для алгебры Вирасоро пока не понята. О сколько8нибудь глубоких
априорных причинах существования замкнутых квантовых W8алгебр неиз8
вестно (нетривиально, что они замыкаются на конечном числе образующих),
имеется только громоздкая явная конструкция [76, 80] в терминах свободных

для G = AN–1 = sl(N) часто называются просто

гебрами. Для не являются алгебрами Ли, при удачном
выборе базиса алгебра порождающих генераторов квадратична. Нелиевские
поправки формально исчезают в пределе и, по крайней мере при на8
ивном определении, алгебра является алгеброй Ли [82 — 85]. W8алгебры
могут рассматриваться как описывающие симметрии ряда моделей статисти8
ческой физики и конформной теории поля, в последнем случае их принято
включать в состав киральной алгебры и имеет смысл калибровать при переходе
к струнным моделям. О соответствующих моделях W8СТРУН см. [86 — 93],
теория W8струн находится пока в зачаточном состоянии. Подобно генераторам
алгебры Вирасоро генераторы W8алгебр возникают в качестве уравнений для
непертурбативных статсумм, например в двойном скейлинговом пределе мно8
гоматричных моделей [192, 181]. О связанных с дискретными многоматрич8
ными моделями специфических см. [71].

АНИОНЫ — частицы в (2 + 1)8мерной теории поля со специфической
статистикой, отличной от бозонной, фермионной и парафермионной. Стати8
стика характеризуется свойствами монодромии многочастичной волновой
функции в фиксированный момент времени (т.е. правилами преобразования
при перестановке аргументов — координат частиц). Обычно в D8мерных те8
ориях точечных частиц с D > 3 монодромия почти не зависит от способа
перестановки аргументов. Например, для двух частиц все траектории движе8
ния, приводящие в итоге к их перестановке, гомотопически эквивалентны,
когда размерность пространства D – 1 > 2. Уже из этого примера видно, что
случай D – 1 = 2 выделен: траектории могут запутываться и имеется Z классов
гомотопической эквивалентности. При рассмотрении системы нескольких ча8
стиц ситуация немного усложняется и для D > 3: достаточно взять набор ча8
стиц, образующих репер в пространстве, чтобы понять, что бывают неэкви8
валентные траектории, поскольку Для D > 3 эта фунда8

ментальная группа равна Z2, и можно показать, что дальнейшее увеличение
числа частиц не усложняет структуру классов эквивалентности траекторий.
Все это проявляется в существовании единственной нетривиальной (ферми 
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онной) статистики (и несколько ранее было обозначено словом "почти");
отметим еще, что парафермионы могут появиться, только если волновая фун8
кция неоднозначна — является сечение нетривиального расслоения.

Иллюстрацией этого рассуждения при D – 1 = 3 может служить известный простой опыт:
надо взять два одинаковых треугольника, соединить соответствующие вершины тремя нитями (не
натянутыми), после чего повернуть один из треугольников на 360°. Нити запутываются; попробуем
их распутать, не меняя положения треугольников. Если бы нитей было две, это не составило бы
труда (достаточно пронести одну из нитей над верхним треугольником), но если их три или больше,
ничего не получится. Однако если повернуть треугольник не на 360°, а на 720°, любое количество
нитей легко расцепится. Попутно стоит заметить, что вывести существование фермионной стати8
стики из рассмотрения 28частичных систем нельзя (хотя это часто делается): как видно из приве8
денных примеров, инвариантное утверждение относится только к многочастичным системам.

При D = 3 не только (что уже подразумевает существова8
ние бесконечного числа неэквивалентных статистик), но и монодромии мно8
гочастичных волновых функций ни в каком смысле не факторизуются на мо8
нодромии 28 или 38частичных. Неэквивалентные статистики являются раз8
личными представлениями группы кос [212]. Такие нетривиальные стати8
стики называются анионными. Учитывая коллективный характер анионной
статистики (существенную зависимость от числа частиц), трудно надеяться
на описание анионов в формализме, аналогичном грассмановым переменным
для фермионов (во всяком случае, ничего подобного пока не придумано). Более
адекватным представляется полевой формализм, описывающий анионную ста8
тистику как нелокальное явление. Именно, для ее описания вводится допол8
нительное U(1)8калибровочное поле, с которым взаимодействуют исходные
частицы, а в качестве действия для этого поля берется абелев интеграл Чер8

нa—Саймонса Параметр различает неэквивалентные статистики. В
таком формализме становится очевидным существование специфической ани8
онной фазы (в которой можно проинтегрировать по исходным полям, чтобы
квазичастицами были кванты самого поля A; иногда анионами называют имен8
но их). В реальных физических системах, в которых ожидается проявление
эффектов, связанных с анионной статистикой, поле A является составным
(например, связано с фазой каких8нибудь конденсатов и т.п.). К таким фи8
зическим системам могут быть отнесены 28мерные пленки, в которых имеется
дробный квантовый эффект Холла [43]. Другой, пока чисто теоретический,
объект — системы с анионной сверхпроводимостью [45]. Обзоры по физике
анионов: [230].

ВЕСС8ЗУМИНОВСКИЕ ЧЛЕНЫ в действиях калибровочных квантово8
полевых моделей — неявно инвариантные вклады в лагранжиан, изменяю8
щиеся при калибровочных преобразованиях на полные производные (так что
действие остается инвариантным). Простейший пример — члены Чернa—Сай8
монса в нечетномерных теориях Янга—Миллса; они же часто возникают в
нечетномерных СИГМА8МОДЕЛЯХ на однородных пространствах (это легко
понять, поскольку существует описание таких сигма8моделей в терминах ка8
либровочных полей). Аналогичные выражения могут быть построены не из
векторных полей, а из антисимметричных тензоров более высокого ранга. В
числе важных примеров такого рода топологическая модель А. Шварца, вве8
денная им [231] для описания кручения Рэя—Зингера, а также весс8зуми8
новский член в действии (D = 11)8супергравитации. Теории, в которых все
действие является весс8зуминовским членом одного из указанных типов,
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обычно топологические. К числу специфических свойств более общих моделей
с ненулевыми кинетическими членами относится ренорминвариантность весс8
зуминовских членов во всех порядках теории возмущений (исключения из
этой теоремы связаны с аномалиями и легко учитываются) [34, 232]. Вопрос
о непертурбативных перенормировках очень интересен (и имеет непосредст8
венное отношение к задачам о дробном квантовом эффекте Холла и анионной
сверхпроводимости; см. [45]). Примеры не черн8саймоновских весс8зуминов8
ских членов имеются, например  в четных измерениях и особенно
на многообразиях, не являющихся однородными. Иногда, правда, связь с чле8
нами Чернa—Саймонса все равно прослеживается, но более тонкая. Так, весс8
зуминовский член в 28мерной модели ВЗНВ связан с 38мерным
интегралом Черна—Саймонса.

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ КВАНТОВАНИЕ — большой раздел математиче8
ской физики, связанный с рассмотрением динамических систем на геометри8
ческих многообразиях (чаще всего на групповых и однородных пространст8
вах) . Классическая теория динамических систем на однородных пространствах
представлена в [233, 234]. О применении методов геометрического кванто8
вания к самому широкому кругу задач см. [235], о роли геометрического
квантования на коприсоединенных орбитах групп в теории представлений см.
[220, 236, 63].

ГЕТЕРОТИЧЕСКАЯ СТРУНА — критическая струнная модель, в кото8
рой левые и правые конформные блоки берутся из различных конформных
теорий. Наиболее ограничительные требования на такие модели налагаются
условиями модулярной инвариантности. Первый пример гетеротической стру8
ны предложен в статье [38], где в качестве левой составляющей была взята
модель 108мерной суперструны, а в качестве правой — модель компактифи8
кации 268мерной бозонной струны на 168мерный тор. Модулярная инвариан8
тность при этом легко достигается, если тор построен по четной самодуальной
решетке (такие бывают лишь в размерностях, кратных 8 [237]; в их числе
Г88 и Г168решетки корней алгебр F8 и SO32, а также решетка Лича Г23 [238 —
241]). При струнной компактификации на корневые (а также весовые) ре8
шетки алгебры G в пространстве8времени возникает калибровочная симметрия
с группой G, которая для 108мерной гетеротической струны может быть одной
из двух или SO32. Гетеротическими является также большинство

моделей 48мерных струн [196 — 199], обсуждаемых в контексте струнного
сценария объединения взаимодействий. Слово "гетеротический" происходит
от биологического термина для обозначения особо жизнестойких гибридов.

ГИПЕРЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ — двойные абелевы на8
крытия над сферой, т.е. римановы поверхности рода g, которые могут быть
заданы алгебраическими уравнениями вида

Преобразованиям из группы sl (2), действующей дробно линейными преобра8
зованиями на координаты x на римановой сфере ("подложке"), можно за8
фиксировать три из 2g + 2 параметров в точках 0, 1, Оставшиеся
2g – 1 параметров являются модулями комплексной структуры гиперэллип8



140 А.Ю. МОРОЗОВ [Т. 162

тических поверхностей. Роль модулярной группы играет конечная группа пе8
рестановок параметров За исключением случаев g = 0, 1, 2 гиперэллип8
тические поверхности являются лишь подпространством коразмерности
g – 2 в пространстве модулей (при g = 3 это дивизор в пространстве модулей,
заданный условием обращения в нуль некоторой тета8константы). Гиперэл8
липтическая параметризация очень удобна для явных вычислений, поскольку
в ней имеются простые формулы для всевозможных трансцендентных объек8
тов, в том числе римановых тета8функций и их нулей — во многих отношениях
гиперэллиптические функции изучены практически столь же хорошо, сколь
обычные эллиптические. Об исчислении свободных полей на гиперэллипти8
ческих поверхностях и других абелевых накрытиях римановой сферы см. [130,
242 — 245]. О приложениях этих результатов к анализу модели суперструн
см. [131, 246, 247]. К сожалению, эффективного обобщения такого форма8
лизма на неабелевы накрытия пока не найдено.

ГОЛОМОРФНАЯ ФАКТОРИЗАЦИЯ — ключевое свойство двумерных
конформных моделей, обусловливающее роль комплексной геометрии в тео8
рии струн. Заключается в представимости корреляционных функций в форме
билинейных комбинаций голоморфных сечений некоторых расслоений над
пространством модулей — КОНФОРМНЫХ БЛОКОВ. Идея о голоморфной
факторизации сформулирована в основополагающей для конформной теории
поля работе [58] с особым акцентом на случай рациональных моделей, для
которых число независимых конформных блоков конечно. Часто термин "го8
ломорфная факторизация" употребляется в более узком смысле — разложи8
мости в конечную билинейную комбинацию конформных блоков. В струнных
моделях на поверхностях со сложной топологией такое жесткое требование
может быть выполнено только до интегрирования по пространству модулей.
Один из результатов, лежащих в основе современной теории струн, — о го8
ломорфной факторизации многопетлевых амплитуд в модели 268мерных бо8
зонных струн (и, следовательно, о сведении соответствующих мер на про8
странстве модулей к мере Мамфорда) — называется ТЕОРЕМОЙ БЕЛАВИ8
НА—КНИЖНИКА [135, 130, 125]. Поучительна также ситуация с голомор8
фной факторизацией в модели суперструн [208].

ГРАССМАНИАН — пространство бесконечных матриц Ank, профакто8

ризованное по отношению эквивалентности

с любыми векторами бесконечномерный аналог обычных грассмани8

На матрицы Ank могут быть наложены некоторые
условия типа конечности следов; в зависимости от жесткости этих условий
различают грассманианы Сигала—Вильсона [148] и Сато [169, 170]. Первый
возникает в конструкции Кричевера на римановых поверхностях конечного
рода, второй, более общий, — при рассмотрении "бесконечных родов" и при
описании решений условий Вирасоро в матричных моделях [186, 248, 249].
Конструкция Кричевера позволяет использовать грассманиан для описания
УНИВЕРСАЛЬНОГО ПРОСТРАНСТВА МОДУЛЕЙ [154 — 157]. Анализ
матричных моделей подтверждает мысль [40, 41] о наличии также и "дуаль8
ной" возможности — рассматривать (некоторое подмножество) грассманиана



(как правило, дифференциальных) и расслоениями над РИМАНОВЫМИ ПО8
ВЕРХНОСТЯМИ. Линия рассуждений, ведущая от уравнений к расслоениям,
обычно включает представление Лакса исходных уравнений (в том числе
формализм "одевания"), "вспомогательную" линейную спектральную зада8
чу, условие постоянства ее монодромии в процессе эволюции и интерпретацию
этой монодромии в терминах римановых поверхностей (координатой на ко8
торых является спектральный параметр). В результате эволюция, задавае8
мая интегрируемой иерархией, интерпретируется как набор коммутирующих
(прямолинейных с разными скоростями и направлениями) движений на яко8
биане поверхности (а ее модули — инварианты движения). Обратная цепочка
начинается с задания такой системы a priori коммутирующих движений в
пространстве модулей расслоения над спектральной поверхностью (движения
на якобиане — простейший "абелев" пример, связанный с линейными, т.е.
одномерными, расслоениями) и определения как средних по сво8
бодных полям на этой поверхности, являющимся сечениями расслоения. Сле8
дующий шаг — система билинейных уравнений Хироты на
являющихся простыми тождествами для корреляторов на римановых повер8
хностях (по существу, они отражают ортогональность операторов рождения
и уничтожения). Сами интегрируемые уравнения получаются разложением
нелокального уравнения Хироты в бесконечный ряд, членами которого явля8
ются обыкновенные (как правило, дифференциальные) уравнения. Примеры
нелокальных интегрируемых иерархий см. в [250]. О проблемах, связанных
с переносом этой конструкции на суперримановы поверхности, см. [251]. Ос8
новная роль интегрируемых систем в теории струн (а возможно, и в более
широком контексте) — характеристика производящих функций непертурба8
тивных корреляторов (непертурбативных статсумм) как В этом
смысле интегрируемость должна рассматриваться как свойство эффективных
действий, которые не следует далее усреднять (и в этом смысле интегрируе8
мость является классическим свойством, не подлежащим квантованию). Тем
не менее представляет значительный самостоятельный интерес и проблема
квантования отдельных интегрируемых уравнений, рассматриваемых как мо8
дели теории поля (обычно 28мерной, например модель sine8Gordon, нелиней8
ное уравнение Шрёдингера и т.п.). Она важна также для понимания взаи8
мосвязи конформных и интегрируемых систем, что существенно, в частности,
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как пространство всех струнных моделей; см. [186]. Грассманиан — естест8
венный объект в теории Если рассматривать конечномерный
грассманиан как множество гиперплоскостей в 2N8мepном пространстве, то
имеет смысл говорить о проекции одной гиперплоскости на другую и рассмат8
ривать искажение метрики и меры при такой проекции. Аналогичная конст8
рукция в бесконечномерном случае позволяет отождестить
терминантами операторов проекции определенных "гиперплоскостей" [148].
По8видимому, большой интерес должно представлять подпространство в грас8
сманиане Сато, выделенное струнными уравнениями, см. [186]; его инвари8
антное описание пока неизвестно.

ИНТЕГРИРУЕМЫЕ МОДЕЛИ — большой раздел математической фи8
зики. Взаимодополняющие руководства по теории интегрируемых систем [3 —
7, 168]. Стержень теории интегрируемости — связь между бесконечной иерар8
хией совместных уравнений вида



142 А.Ю. МОРОЗОB [Т. 162

для изучения интерполяций между конформными моделями. По поводу таких
задач, а также о их связи с квантовыми группами см. [4, 172, 173]. Интересные
предварительные результаты о применении формализма свободных полей к
задаче о квантовании интегрируемых уравнений получены в [252].

Наиболее изученными на сегодня интегрируемыми иерархиями являются
иерархия Захарова—Шабада, иерархия "двумеризованной" системы Тоды
[253], иерархия Кадомцева—Петвиашвили (КР), иерархия Кортевега8де
Фриса—Буссинеска (последние две — простейшие из  иерархии
КР, связанные с простыми алгебрами Ли  и A2), а также "дискретная"
иерархия цепочки Тоды (ЦТ) (в ней одно из "времен" дискретно). Все пе8
речисленные иерархии уже появились при изучении матричных моделей, а
тем самым и непертурбативные теории струн.

КВАНТОВЫЕ АНОМАЛИИ — явление нарушения симметрии при пе8
реходе от классической теории к квантовой [34]. Большинство аномалий мо8
жет рассматриваться как свойство регуляризованных детерминантов диффе8
ренциальных операторов (см. 134]); более подробно о наиболее изученном
случае двумерных детерминантов см. [35, 125, 130]. В этом случае различают
"гравитационную", "вейлевскую", "голоморфную" и "квилленовскую" ано8
малии, связанные соответственно с зависимостями от выбора координат,

от конформного множителя в метрике и с поправками к голоморфной
факторизации как функции модулей комплексной структуры римано8
вой поверхности и модулей линейных расслоений над ней (т.е. к представ8
лению его в форме В современной интерпретации теории с внут 
ренними аномалиями надо рассматривать как имеющие лишние степени сво8
боды, отщепляющиеся в классическом приближении, но влияющие на харак8
теристики типа вакуумной энергии, центрального заряда и т.п.
Специфические 28мерные аномальные модели рассмотрены с такой точки зре8
ния в [254 — 256]. Важным примером аномальной степени свободы в теории
струн является поле Лиувилля, интерпретация его в рамках указанной схемы
приводит к естественному объяснению сигнатуры Минковского как "аномаль8
ного эффекта" (более сложные сигнатуры — несколько плюсов, несколько
минусов — получаются аналогичным образом в моделях W8струн [86 — 93]).
При таком подходе безаномальными (КРИТИЧЕСКИМИ) называются моде8
ли, у которых не происходит изменения симметрии при переходе к клас8
сическому пределу. (Например, у некритической струны в плоском D8мерном
пространстве8времени имеется глобальная симметрия SO(D – 1), а в класси8
ческом приближении — более широкая — SO(D — 1,1). В критической раз8
мерности D = 26 лоренц8симметрия SO(25,1) сохраняется и на квантовом
уровне.) Условие критичности оказывается существенным для наличия у мо8
дели нетривиального низкоэнергетического предела и потому играет важную
роль при построении струнных моделей Великого объединения.

КВАНТОВЫЕ ГРУППЫ открыты группой Л. Фаддеева при изучении ин8
тегрируемых систем [4]. Известный подход к квантовым группам, использу8
ющий их связь с алгебрами Хопфа, предложен В. Дринфельдом [257]. Не8
сколько иной взгляд на квантовые группы, как на симметрии квантовых про8
странств, представлен в [258]. Теория квантовых групп — одна из бурно
развивающихся областей математики, ее струнная интерпретация связана с
конформными и интегрируемыми системами. Одна из наиболее простых —
связь квантовых 3j8символов (коэффициентов Клебша—Гордана) с монодро8
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миями конформных блоков в теории свободных безмассовых полей. Имеется
тесная связь с теорией узлов. Среди перспективных задач — создание полной
теории "квантовых" q8гипергеометрических функций Гаусса (возникших в
теории разностных уравнений аналогично тому, как обычные гипергеомет8
рические функции возникают при решении дифференциальных). Обзоры:
[259].

КИРАЛЬНЫЕ АЛГЕБРЫ. Полной киральной алгеброй конформной мо8
дели естественно было бы назвать операторную алгебру всех киральных вер8
шинных операторов. Этот объект, однако, весьма сложен и даже не является
алгеброй в строгом смысле этого слова. Обычно киральной алгеброй называют
какую8то подалгебру универсальной обвертывающей алгебры Каца—Муди,
адекватную рассматриваемой конформной модели (см., например, [62]). При
переходе от конформных моделей к струнным вся киральная алгебра или ее
часть калибруется. Наиболее правильно было бы называть киральной алгеброй
в точности калибруемую симметрию. Это не является, однако, определением
во внутренних терминах конформной модели, поэтому в литературе по кон8
формной теории оно не используется.

КОМПАКТИФИКАЦИЯ — идея, восходящая к моделям Калуцы—Клей8
на, согласно которой свойства фундаментальных взаимодействий (калибро8
вочные группы, состав полей, константы связи) могут быть закодированы в
геометрических свойствах некоторого компактного многообразия. Буквальная
интерпретация идеи состоит в том, что пространство имеет дополнительные
компактные измерения, движение вдоль которых невозможно, пока энергии
частиц не превышают обратного радиуса компактификации, задающего мас8
штаб масс. В низкоэнергетическом секторе теории при этом остаются только
нулевые моды полей на компактном многообразии, чьи характеристики могут
быть определены в терминах геометрии, а иногда и топологии этого много8
образия. В частности, калибровочная группа связана с изометрией многооб8
разия, число поколений — с числом нулевых мод, константы связи — с ин8
тегралами перекрытия нулевых мод и т.п. Обзор идей компактификации см.
в [22 — 26]. Эти идеи находят себе место и в струнных моделях. Из специ8
фических черт струнной компактификации можно выделить две. Первая: из8
менение соотношения калибровочной группы и изометрии — калибровочная
группа связана с более тонкими характеристиками компактного многообразия
и может превышать группу изометрии (важный пример — появление калиб8
ровочной группы G при компактификации на тор, порожденный решеткой
весов G — механизм Френкеля—Каца [260]; он использован в простейших
моделях гетеротических [38] и 48мерных [196 — 198] струн). Вторая: экви8
валентность компактификации на различные многообразия. Это обстоятель8
ство делает вопрос о "существовании" компактных измерений при струнной
компактификации не вполне осмысленным: их число и даже само наличие
зависят от выбора одной из эквивалентных моделей. В частности, уже упо8
мянутые модели гетеротических струн (в том числе "48мерных струн") до8
пускают интерпретацию как компактифицированные теории, но могут ин8
терпретироваться и другими способами.

КОНСТРУКЦИЯ КРИЧЕВЕРА — отображение, ставящее в соответствие
набору (риманова поверхность, расслоение над ней, отмеченная точка, ло8
кальная система координат в ее окрестности, локальная тривиализация рас8
слоения) точку бесконечномерного ГРАССМАНИАНА Сигала—Вильсона.



тогда матрица  удовлетворяет необходимым условиям ограниченности сле8
дов и задает класс эквивалентности при факторизации по заменам координат,
голоморфным в окрестности z0, т.е. точку грассманиана. Если рассмотреть

сечения с существенными особенностями ("функции" Бейкера—

Ахиезера), то точка грассманиана зависит от "времен" tm (модулей расслоения
или "граничных условий") достаточно простым ("интегрируемым") образом.
Подробности см. в [147, 148]. Всевозможные характеристики струнных мо8
делей, начиная от киральных алгебр [57, 149] и кончая детерминантами и
даже струнными амплитудами, могут быть переписаны в терминах (классов
эквивалентности) матриц  Это составляет содержание СТРУННОГО ОПЕ8
РАТОРНОГО ФОРМАЛИЗМА [151 — 153]. Сам грассманиан может, по8край8
ней мере в принципе, использоваться как представление УНИВЕРСАЛЬНОГО
ПРОСТРАНСТВА МОДУЛЕЙ [154 — 157]. Особый интерес при этом пред8
ставляет вопрос о "замыкании" грассманиана — о "поверхностях бесконечного
рода"; специфические условия сходимости, определяющие грассманиан Си 
гала—Вильсона [148], возможно, неоправданно ограничительны, и имеет
смысл рассматривать более общий грассманиан Сато [169, 170] (особенно ясна
такая необходимость в контексте матричных моделей [248, 249, 186]). Грас8
сманиан (или его часть) может быть использован также в ином качестве —
конфигурационного пространства "единой теории поля": точками грассмани8
ана могут нумероваться различные струнные модели; см. [186].

КОНФОРМНЫЕ МОДЕЛИ возникают при изучении фазовых переходов
в (2 + 1)8мерных системах, при интерпретации многомерных дифференци8
альных уравнений в терминах свойств симметрии двумерных СИГМА8МО8
ДЕЛЕЙ и при построении струнных моделей после интегрирования по мет8
рикам (в последнем случае до интегрирования тоже могла иметься конформная
модель). Формализм конформной теории поля, позволяющий вычислять кор8
реляционные функции в конформных моделях, берет свое начало в класси8
ческой работе [58], где введены основные понятия голоморфной факториза8
ции, алгебры Вирасоро, рациональных, унитарных и минимальных конфор8
мных моделей и получена классификация последних (т.е. фактически клас8
сификация минимальных замкнутых операторных алгебр), чем установлена
(до сих пор не вполне понятая) связь с теорией представлений алгебры Ви8
расоро [160]. Главный следующий шаг — создание формализма безмассовых
свободных полей [161] по аналогии с теорией модулей Верма [160]. Важную
роль в этом формализме играют экранирующие операторы [161] — аналоги
операторов Фейгина—Фукса в теории представлений (их интерпретация на
языке БРСТ8комплекса дана в [163]). О распространении формализма сво8
бодных безмассовых полей на модель ВЗНВ и ее редукции см. [79, 131, 158,
159, 209, 261] (в [158] также предложена интерпретация экранирующих опе8
раторов как связанных с нелокальной заменой координат в функциональном
интеграле). О попытках классификации рациональных конформных теорий
см. [62]. Об описании топологических моделей и 28мерной квантовой грави8
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Чтобы получить это отображение, достаточно разложить сечение расслоения
с фиксированной особенностью в отмеченной точке в ряд Лорана:
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тации (в том числе некритических струн) в терминах конформных моделей
см. соответственно [262, 263] и [122 — 126].

МАТРИЧНЫЕ МОДЕЛИ (теория случайных матриц) — отдельная боль8
шая наука (имеется даже специальный ежемесячный журнал) о многократных
матричных интегралах, в том числе о функциональных интегралах с матрич8
нозначными полями. Матрицы не обязательно квадратные, большую роль в
приложениях играют, например, векторные модели. Наиболее разработана
теория для интегралов с гауссовским распределением, но представляют ин8
терес и неквадратичные действия. В физике матричные модели встречаются
в различных контекстах: в методе реплик, в теории спиновых стекол и ней8
ронных сетей (например, векторная модель Киркпатрик [18]), в задаче о
квантовой гравитации, в теории Янга—Миллса и т.п. Матричные модели ис8
пользуются также при изучении задач, связанных с ленточными графами, в
том числе при исследовании топологии пространств модулей расслоений над
римановыми поверхностями [120, 129]. Как правило, рассматриваются мат8
ричные модели со скалярным действием (т.е. в показателе экспоненты, оп8
ределяющей меру интегрирования, стоит матричный след) и вычисляются кор8
реляторы скалярных же величин. Уравнения движения и тождества Уорда в
таких матричных моделях часто называют ПЕТЛЕВЫМИ УРАВНЕНИЯМИ.
Матричные модели с достаточно большим числом параметров — констант
связи или внешних полей — тесно связаны с интегрируемыми системами.

Грубо говоря, число внешних параметров должно совпадать с числом переменных интегри8
рования. В моделях типа

такими переменными фактически являются собственные значения М и для матриц бесконечного
размера получается однопараметрическое семейство, каким является и набор бесконечного числа

В моделях Концевича

число собственных значений одинаково у матриц X и Источник интегрируемости в матричных
моделях такого сорта состоит в возможности свести интегрирование к замене внешних параметров
(типа выбора калибровки). Более интересно то, что естественная параметризация действия в мат8
ричнoм интеграле оказывается естественной и с точки зрения интегрируемости, например

является цепочки Тоды прямо в переменных

Матричные интегралы как функции параметров оказываются
ями интегрируемых иерархий. Получаются, однако, не произвольные
кции, а ограниченные дополнительным условием, по историческим причинам
[177 — 180] называемым СТРУННЫМ УРАВНЕНИЕМ (оно зависит от мо8

дели). Инвариантное описание подмножества в грассманиане Сато, выделен8
ного струнным уравнением, остается открытой задачей (см. о ней в [186, 248,
249, 264]). Одна из причин актуальности матричных моделей для теории
струн — в существовании построенного на их основе формализма 28мерной
гравитации, эффективного как в пертурбативной, так и в непертурбативной
области [177 — 180] и тесно связанного с топологической гравитацией [120,
187 — 190]. Фактически с каждой (устойчивой относительно непертурбатив8
ных поправок) струнной моделью можно связать (много)матричную, точнее,
ее двойной скейлинговый непрерывный предел [177 — 180], который снова
может быть записан в форме матричной модели (модели Концевича) и в
определенном смысле одинаков для всех исходных моделей (см. подробности
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в [186]). После нахождения более инвариантной формулировки (не исполь8
зующей промежуточную стадию с матричным интегралом, например сразу в
терминах  или грассманиана) предполагается использовать эти ре8
зультаты для построения "единой теории поля" — естественного объединения
всех струнных моделей. Важнейшие типы матричных моделей, рассматрива8
емые в связи с задачей о 28мерной гравитации, таковы. Дискретная 18мат8
ричная модель

При любом V(X) статсумма модели Концевича как функция времен

КР8иерархии, удовлетворяющей струнному уравнению

МЕТОД РЕПЛИК — специфическая модификация диаграммной техники
для случая, когда имеются взаимодействия без передачи энергии. В этом слу8
чае имеется дополнительное условие на допустимые диаграммы: после уда8
ления всех линий, отвечающих указанным взаимодействиям, они должны ос8
таваться связными (нельзя присоединять к диаграмме лишние петли линиями
таких взаимодействий и больше ничем). Взаимодействия без передачи энергии
не редкость в физике, но наиболее стандартный пример — эффективные вза8
имодействия квазичастиц за счет перерассеяния на случайных примесях в
моделях физики твердого тела [269] (из наиболее интересных современных
приложений выделим квантовый эффект Холла и спиновые стекла). Проблема
адекватного изменения диаграммной техники сводится, фактически, к задаче
о вычислении означает усреднение по примесям.
Метод реплик основан на идее о представлении log Z как предела ZN – 1 при

где n — размер матрицы M, а
скейлинговый непрерывный (т.е. предел этой модели; подробности об этом
пределе, когда при определенных условиях на поведение коэффици8

см. в [268 ]) описывается моделью Концевича с

V(X) = Х3/3 [186]. При V(X) =XK+l/(K+ 1) модель Концевича описывает
двойной скейлинговый непрерывный предел K8матричной дискретной модели

см. [184] о наиболее важном случае эрмитовых матриц M (а также [265] о
модели с унитарными M, [266 — 268] — о модификации модели для случая
комплексных квадратных матриц M); рассматриваются также модели с ор8
тогональными, вещественными и даже векторными M (т.е. матрицами размера

Эрмитова дискретная 18матричная модель может быть также записана
в форме МОДЕЛИ КОНЦЕВИЧА [186]
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при целых N могут быть найдены, если рассмотреть
новую систему, состоящую из N копий (реплик) исходной. В конце вычислений
в ответах надлежит устремить N к нулю. В качестве простейшего качествен8
ного результата, достигаемого с использованием метода реплик, можно упо8
мянуть объяснение андерсеновской локализации как конфайнмента (связан8
ного с асимптотической свободой) в сигма8моделях, описывающих распрост8
ранение квазичастиц в поле случайных примесей. Строгого обоснования ме8
тода реплик нет; более того, следует иметь в виду, что наиболее интересные
эффекты обнаруживаются при довольно рискованном обращении с этим ме8
тодом, например при нарушении U(N)8 или SО(N)8симметрии между репли8
ками или при использовании эффектов, связанных с асимптотической свобо8
дой, которая может исчезать в точке N = 0, и т.п. Известной альтернативой
методу реплик (правда, пока с более узкой областью применения) является
суперсимметричный формализм. О применении метода реплик в теории спи8
новых стекол см. в [18], в теории квантового эффекта Холла см. в [270, 271].
В последнем случае задача сводится к анализу специфической сигма8модели
на грассманиане 28мерной с топологическим членом в
статическом случае или 38мерной с весс8зуминовским членом в нестатической
ситуации (например, при учете кулоновского взаимодействия, ответственного
за дробный квантовый эффект Холла; аккуратный вывод 38мерной модели в
литературе отсутствует). Объяснение самого квантового эффекта Холла после
этого сводится к анализу ренормализационных свойств таких  (см.
[272 — 274] с статическом случае, аналогичное исследование в нестатическом
случае пока не проводилось).

МОДЕЛИ ТОДЫ — важный класс моделей 28мерной квантовой теории
поля. Различают конформные и интегрируемые (но не конформные) модели
Тоды. Они строятся по простым алгебрам Ли серий A—D—E (simply8laced).
Количество полей равно рангу алгебры, они записываются в форме векторов
на картановской плоскости, действие в конформной калибровке для метрики
имеет вид

все простые корни алгебры в случае конформной модели Тоды; для
получения интегрируемой модели надо добавить к этому, множеству еще один
"младший" корень (тот же, который добавляется при построении алгебры
Каца—Муди по данной простой алгебре Ли). В случае алгебры sl(2) конфор8
мная модель Тоды известна как теория Лиувилля, а интегрируемая — как
модель sine8Gordon. Представляют интерес также модели с измененным зна8
ком перед кинетическим членом и без i в показателях экспонент. О теории
моделей Тоды как классических динамических систем см. [275]. На квантовом
уровне конформные модели Тоды могут рассматриваться как редукции модели
ВЗНВ [94]. Модели Тоды (а также их суперсимметричные аналоги) играют
большую роль в теории конформных моделей (они связаны одновременно и
с МВЗНВ, и с конформными сигма8моделями, описываемыми в терминах ква8
зиоднородных полиномов; см. [115, 116] о таком описании и [166] о его связи
с моделями Теды), а также в теории W8гравитации [86 — 93].

МОДЕЛЬ — термин из теории групп Ли.

Во избежание недоразумений предупредим, что во всем тексте данного обзора слово "модель"
используется в обычном смысле, не имеющем никакого отношения к теории групп.



148 А.Ю.МОРОЗОВ [Т. 162

Обозначает набор представлений группы G, взятых с единичными крат8
ностями. Понятие и первые примеры моделей введены в [276]. Модели есте8
ственным образом возникают (как множество  полей) при рас8

смотрении струнных компактификаций на корневые и весовые решетки алгебр
G из серий A—D—E (simply8laced), а также в теории ВЗНВ [277, 278].

МОДЕЛЬ ВЕССА—ЗУМИНО—HОВИКОВА—ВИТТЕНА (МВЗНВ,
MWZNW) — двумерная теория с уравнениями движения
образуют алгебру Каца—Муди по отношению к одновременным коммутаци8
онным соотношениям. В отличие от некиральных уравнений
аналитичности не могут быть выведены из локального действия. Действие
модели ВЗНВ было предложено Э. Виттеном [279 — 281] и содержит специ8
фический неоднозначный член Весса—Зумино (первый пример модели с та8
кими членами содержится в [282]). Подобные лагранжианы (по сути — эле8
менты когомологий, а не обычные меры) изучались в общем контексте С.П.
Новиковым [283]. Это действие допускает также интерпретацию как d–1 от
формы Кирилловa—Костанта для алгебры Каца—Муди [63]. Для абелевой
алгебры весс8зуминовский член отсутствует. Тензор энергии8импульса
МВЗНВ задается ФОРМУЛОЙ ХАЛПЕРНА—СУГАВАРЫ [284, 285]. Инте8
ресными редукциями МВЗНВ являются ОКО8косет8модели [72], редукции
Дринфельда—Соколова [77 — 79]. Редукции Дринфельда—Соколова приво8
дят к естественному возникновению W8алгебр. Представляет интерес также
"обобщенная конструкция Сугавары" [67 — 70], чей алгебро8геометрический
смысл пока невыяснен. Современная теория МВЗНВ и ее редукций — одна
из важных составляющих теории струн. Основополагающие результаты о
квантовой МВЗНВ получены в [286]; там же см. вывод УРАВНЕНИЯ КНИЖ8
НИКА8ЗАМОЛОДЧИКОВА (основного тождества Уорда для МВЗНВ). О фор8
мализме свободных безмассовых полей для этого класса моделей см. [158,
131, 209]. Важный подход к описанию редукций как "калиброванных МВЗНВ"
развивается в [99]. Связь с квантовыми группами описана в [278], с 38мерной
моделью Чернa—Саймонса – в [64, 117, 118].

МОДЕЛЬ КОНЦЕВИЧА — важная матричная модель, заданная интег8
ралом

(коэффициент перед интегралом определенным способом Зависит от "потен8
циала" V и матрицы Q). Описывает одновременно разнообразные модели то8
пологической гравитации (в том числе простейшую [120], при
[129]) и двойной скейлинговый непрерывный предел всех многоматричных
моделей, т.е. струнные модели, построенные по всем минимальным вирасо8
ровским конформным моделям (причем K8матричной модели отвечает

При любом выборе потенциала является
КР8иерархии как функция времен

и удовлетворяет струнному уравнению (последнее, а значит, и точка Грасс8
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маниана, с которой ассоциирована зависит от V). Все подробности
см. в [186].

МОДЕЛЬ ЧЕРНА—САЙМОНСА — квантовая теория поля янг8миллсов8
ского калибровочного поля A в пространстве8времени D = 2n – 1 измерений
с лагранжианом d–l(Tr Fn). Поскольку действие не зависит от метрики, мо8
дель фактически является топологической, хотя вопрос о сохраняющей топо8
логическую структуру регуляризации в общем случае не решен (наивная ре8
гуляризация с помощью кинетического члена с этой точки зрения не8

удачна). Модель Чернa—Саймонса особенно популярна при D = 3, когда про8
странством состояний является пространство плоских связностей на двумерной
поверхности, имеется тесная связь с 28мерными конформными теориями (осо8
бенно с МВЗНВ и их редукциями), квантовыми группами и теорией узлов;
см. по этим поводам [64, 99, 117, 118]. О 58мерной модели Чернa—Саймонса
см. [287]. Модели Чернa—Саймонса фигурируют также в теории квантовых
аномалий [34], а также во многих физических приложениях. Последние свя8
заны с тем, что зесс8зуминовские члены, в том числе и черн8саймонсовский,
естественно возникают в эффективных действиях нечетномерных теорий (на8
пример, как аномалии фермионных детерминантов [34, 288 — 292]), а их
появление приводит, во8первых, к нарушению глобальной симметрии — про8
странственной четности, а во8вторых — к нетривиальным динамическим эф8
фектам, особенно при D = 3: с членом Чернa—Саймонса связаны массивная
электродинамика [293, 294], анионная статистика [230] и пр.

МОДУЛИ — параметры, описывающие непрерывные семейства классов
эквивалентности объектов алгебраической геометрии. К числу таких классов
относятся римановы поверхности (класс эквивалентности по отношению к
голоморфным заменам координат) и расслоения над ними, а также много8
мерные комплексные пространства. (В некоторых случаях с помощью таких
пространств можно построить конформные сигма8модели; пример — простран8
ства Калаби—Яо. В этой связи часто говорят о модулях соответствующих
конформных моделей, имея в виду модули самих пространств.) Точное оп8
ределение пространства модулей, учитывающее различные тонкости, всегда
возникающие при описании классов эквивалентности, дается в терминах схем
(самое короткое описание см. в статье "Модулей теория" в [295]). При изу8
чении струнных моделей наиболее часто встречается следующая конструкция,
связанная с киральными алгебрами (задающая локальную структуру соот8
ветствующего пространства модулей, в том числе его размерность). С гене8
ратором K(z) киральной алгебры спина j связано поле спина 1 – j так,
что инфинитезимельное преобразование "симметрии" задается оператором

(угловые скобки означают скалярное произведение в пространстве, где К и
принимают значения, например в слое расслоения). Почти всякое поле

будучи заданным на малой (стягиваемой) окружности, голоморфно про8
должается либо внутрь ее, либо наружу. Модули оказываются связанными с
тем (обычно конечным) числом полей которые не продолжаются ни
внутрь, ни наружу; для линейных расслоений на замкнутых поверхностях их
число равно (2j – 1)(g – 1) + п (где g — род поверхности, а п — число отме8
ченных точек; разрешено иметь простые полюса). Простейший пример:
с алгеброй Вирасоро описанным образом связаны модули комплексной струк8
туры самой поверхности [149].
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МОДУЛЬ — алгебраический термин, синоним векторного пространства,
т.е. множества со сложением и умножением на элементы некоторого кольца
с требованием дистрибутивности. МОДУЛЬ ВЕРМА — представление стар8
шего веса, полученное как линейная оболочка формальных произведений лю8
бого числа понижающих генераторов алгебры Ли на старший вес. Модуль
Верма является приводимым представлением, если в нем имеются элементы
нулевой нормы — НУЛЬ8ВЕКТОРЫ. В отличие от некоторых неприводимых
представлений, бесконечномерный (как векторное пространство) модуль Вер8
ма имеет простую структуру. В случае алгебр Каца—Муди, Вирасоро и W
модули Верма легко строятся из свободных безмассовых полей. Подробности
о случае Каца—Муди см. в [227], об алгебре Вирасоро — в [160].

ОПЕРАТОРНАЯ АЛГЕБРА, ОПЕРАТОРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ — одно
из основных понятий квантовой теории поля. Из8за голоморфной фактори8
зации операторная алгебра резко упрощается в случае 28мерных конформных

моделей [58 — 61]. Она сопоставляет каждой паре операторов
конечный ряд по степеням (и, возможно, логарифмов) с операторными

коэффициентами. Сингулярные члены разложения, которых обычно конечное
число, могут быть интерпретированы как одновременные коммутационные
соотношения; при этом тождества Якоби справедливы, если рассматривается
полный набор операторов. В таком случае говорят, что операторная алгебра
ассоциативна. Это требование не выполнено автоматически, если операторная
алгебра задана своими "38точечными функциями" — отображением тензор8
ного куба пространства полей в комплексные числа (в такой формулировке,
сохраняющей информацию о несингулярных членах операторного разложе8
ния, очевидно, что операторная алгебра не является алгеброй в обычном смыс8
ле: по двум полям третье определяется неоднозначно). При некоторых до8
полнительных условиях операторная алгебра может быть продолжена до ото8
бражений тензорных степеней пространства полей в сечения расслоений над
пространствами модулей римановых поверхностей с отмеченными точками
(эти сечения называются КОНФОРМНЫМИ БЛОКАМИ). Определенные уп8
рощения возникают при рассмотрении рациональных конформных моделей;
см. обзор соответствующей теории в [62]. Попытка дать содержательное фор8
мальное определение операторной алгебры описана в [296]. Наибольший ин8
терес представляет операторная алгебра, в каком8то смысле профакторизо8
ванная по киральной (например, по алгебре Вирасоро), т.е. ограниченная на
множество первичных полей. Прямолинейные методы такой "проекции" при8
водят к понятиям ПРАВИЛ СЛИЯНИЯ (fusion rules) [62] и АЛГЕБРЫ ВЕР8
ЛИНДЕ [297]. Более содержательным является калибрование киральной ал8
гебры, т.е. переход к соответствующей струнной (топологической) модели.
При описании получившейся алгебры наблюдаемых — основной инвариант8
ной характеристики струнной модели — роль конформных блоков играют мат8
рицы монодромии (более того, во многих случаях это Z28монодромия, т.е.
при обходе по замкнутому контуру может набежать только четное или не8
четное кратное фазы Иногда получившаяся алгебра наблюдаемых яв8
ляется настоящей алгеброй: по двум наблюдаемым третья восстанавливается
однозначно. Однако и в этом случае она не обязана быть антикоммутативной
алгеброй Ли, в нее часто входит коммутативное подкольцо (ground ring; на8
иболее важные примеры см. в [298 — 300, 194]).

ОТКРЫТЫЕ и НЕОРИЕНТИРУЕМЫЕ СТРУНЫ — струнные модели,
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определенные на открытых (т.е. с границей) и/или неориентируемых поверх8
ностях. Поскольку такие поверхности могут иметь любое число ручек, модели
открытых струн неизбежно включают в себя и замкнутые. Открытые и не8
ориентируемые поверхности могут рассматриваться как факторы специфиче8
ских замкнутых поверхностей (дублей [301]) по Z28симметрии. Пространства
модулей дублей образуют вещественные подпространства половинной размер8
ности в обычных комплексных пространствах модулей, а меры на этих под8
пространствах, определяющие корреляторы в теории открытых струн, просто
совпадают с голоморфными составляющими обычных струнных мер (для зам8
кнутых струн); см. [40 — 42]. Выколотые точки могут рассматриваться как
специфический тип границы поверхности; то же относится и к выколотой
окрестности, фигурирующей в конструкции Кричевера: с этим связаны па8
раллели между теорией открытых струн и струнным операторным формализ8
мом; см. [40]. В P8адическом случае аналог теории открытых струн значи8
тельно проще аналога замкнутых: в то время как первые описываются в тер8
минах обычных P8адических чисел из поля QP, последние заданы над полем

пополнением алгебраического замыкания Q P (весьма сложным аналогом
комплексификации — перехода от R к С).

РЕКУРСИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ — форма записи алгебры наблю8
даемых в струнных моделях и особенно в топологической гравитации. Это
соотношения между различными корреляторами, в том числе на поверхностях
различного рода и с разным числом отмеченных точек (наблюдаемых). Впер8
вые систематически рассматривались Э. Виттеном (см. [120]; там же введен
сам термин recursion relations). См. также [121].

РЕНОРМАЛИЗАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА МОДЕЛЕЙ С ТОПОЛОГИЧЕ8
СКИМИ И ВЕСС8ЗУМИНОВСКИМИ ЧЛЕНАМИ — одна из классических
задач современной квантовой теории поля, с трудом поддающаяся анализу.
Наиболее надежные утверждения: ренорминвариантность самих топологиче8
ских и весс8зуминовских членов (с точностью до легко учитываемых аномалий
квантовых детерминантов) во всех порядках теории возмущений. В ряде мо8
делей (например, сигма8моделей на однородных пространствах) ожидается,
что при учете "непертурбативных" эффектов возникает нетривиальная фик8
сированная точка (нуль конформная модель) при значении ко8
эффициента перед топологическим членом Непертурбативные
эффекты приводят также к перенормировке топологического члена [272]: об8
щая картина ренормгрупповой эволюции в двухзарядной теории изображена
на рис. 2. Этот результат легко получается [272] в приближении инстантон8
ного газа [302, 303], пример точного вычисления в 18мерной решеточной
модели см. в [304]. Своеобразный экспериментальным подтверждением этих
результатов является целочисленный (статический) квантовый эффект Хол8
ла, где описанная картинка наблюдается на опыте [305], а теория задается

 с топологическим зарядом [270 — 274]. Важное приложение этого
результата — выделенность струнных моделей в 48мерном пространстве8вре8
мени, где имеется специфический топологический заряд: индекс пересечения
(мировых) поверхностей [200]. Никаких серьезных результатов о непертур8
бативной перенормировке вeсс8зуминовских членов пока неизвестно (см.
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[306] о трудностях даже инстантонного приближения). Экспериментальные
данные по дробному (нестатическому) квантовому эффекту Холла, возможно,
следует истолковать как указание на то, что ренормгрупповое поведение таких
моделей должно быть еще более интересным (см. рис. 2; теперь
фициент перед весс8зуминовским членом): должно иметься много конформ 
ных точек ("лестница" на этом рисунке вызывает множество аналогий, в
том числе с P8адическими деревьями Брюа—Титса и спиновыми стеклами
или с картинками бифуркаций Фейгенбаума и т.п.).

Я признателен Д. Хмельницкому за убедительное объяснение факта наличия множества кон8
формных точек.

В применении к эффекту Холла в обоих случаях холлловская про8

водимость обычная проводимость стрелки указывают на на8

правление ренормгрупповой эволюции с ростом эффективного размера об8
разца, реально наблюдаемыми являются значения на "концах" стрелок —
"одетые" параметры, в их начале — затравочные параметры, значения ко8
торых определяются микроскопическими свойствами вещества и не универ8
сальны. Разница между двумя ситуациями в возможности и невозможности
пренебречь взаимодействием электронов в образце друг с другом, а не только
с примесями и внешними полями. Обращение в нуль "одетого" значения

известно как "локализация", оно же — явление асимптотической свободы

(неограниченный рост g с ростом размеров). При происходит

"делокализация"; на этих линиях имеются конформные точки (обозначены
крестиками).

РЕПАРАМЕТРИЗАЦИОННЫЕ ДУХИ возникают при фиксации калиб8
ровки в процессе вычисления интеграла по двумерным метрикам, являются
грассмановыми векторными полями на римановой поверхности (замена ко8
ординат — всегда векторное поле), т.е. имеют спин –1 (а сопряженное духовое
поле — спин +2). Открытие этих духов А. Поляковым [56] объяснило про8
исхождение магической размерности D = 26 в модели бозонных струн
(26 = с2 — это в точности центральный заряд для алгебры Вирасоро, порож8

денной тензором энергии импульса духов

и послужило толчком к созданию современной теории струн, основанной на
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подходе первичного квантования, т.е. фактически на анализе 28мерных кон8
формных моделей и 28мерной квантовой гравитации. Роль репараметризаци8
онных духов особенно велика в БРСТ8ФОРМАЛИЗМЕ, интерпретирующем
все наблюдаемые струнной модели как элементы когомологий нильпотентного
БРСТ8оператора QBRST = сТ + bсдс.

РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ — двумерные поверхности с заданной
комплексной структурой. Различают замкнутые (без границ) ориентируемые
поверхности различных родов g (g — число ручек), а также открытые (с гра8
ницами) и неориентируемые поверхности. Достаточно изучать только замк8
нутые ориентируемые поверхности, так как на остальные случаи информация
переносится с помощью техники дублей [301]. Из теории римановых повер8
хностей для теории струн особенно важны следующие объекты: расслоения
j дифференциалов, отображения Якоби, якобианы, матрицы периодов, модули
комплексной структуры, пространства модулей, а также специальные функ8
ции — тета8функции Якоби и Римана и некоторая информация об их нулях.
Некоторую информацию обо всех этих объектах можно найти в учебниках
[133, 134, 216, 307, 308].

СИГМА8МОДЕЛИ — модели d8мерной КТП с D8полями

Поля могут интерпретироваться как задающие отображение в D8мерное мно8
гообразие (target space) с метрикой Сигма8модели удобны для перевода

геометрической информации на язык КТП и позволяют использовать КТП
для решения геометрических задач. Можно рассматривать сигма8модели с су8
персимметрией, в том числе расширенной с N= 1, 2, 3, 4. Главное достоинство

в том, что геометрия многообразия проявляется в ее простых свой8
ствах как квантовой теории поля. Например, гомотопическая нетривиальность
многообразия отражается в существовании топологических (если

и/или весс8зуминовских (если членов в действии. Сигма8модели

на однородных многообразиях G/H могут рассматриваться как модели Ян8
гa—Миллса с калибровочной группой H (и материей в присоединенном пред8
ставлении глобальной группы G); при этом, скажем, весс8зуминовский член
может быть часто записан в форме Черна—Саймонса. Суперсимметризация
модели фактически сводится к введению в качестве фермионных степеней
свободы вектором из касательного пространства к многообразию (т.е. супер8
симметричные сигма8модели отражают свойства касательных расслоений);
расширенные суперсимметрии связаны с кэлеровой и гиперкэлеровой струк8
турами на многообразии и т.п. Струнные модели, допускающие интерпрета8
цию в терминах D8мерного пространства8вермени, описываются как двумер8
ные конформные сигма8модели. Конформная симметрия достигается либо за
счет наложения дифференциальных уравнений (эйнштейновского типа) на

либо подбором (часто динамическим — за счет непертурбативной пере8

нормировки) топологических членов. Последний вариант используется также
в теории квантового эффекта Холла [270 — 274] и в одной из моделей 48
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мерных струн [200]. Обзор общих свойств сигма8моделей см. в [309, 310], о
сигма8модельном подходе к определению низкоэнергетического предела
струнных моделей (формализме Фрадкина—Цейтлина) см. [2].

СТАТИСТИЧЕСКАЯ СУММА — термин используется в двух слегка раз8
личных смыслах при обсуждении струнных моделей. Во8первых, он обозначает
струнные амплитуды без внешних (вершинных операторов). В этой связи го8
ворят о g8петлевых статсуммах как о вкладе римановых поверхностей рода
g в "вакуумную энергию" в конкретной струнной модели. Из8за отсутствия
вершинных операторов такая статсумма может быть определена не только в
струнных, но и в конформных моделях. Происхождение термина "статсумма"
связано с аналогией этой задачи для g = 1 и задачи о вычислении свободной
энергии при конечной температуре. Однопетлевые статсуммы похожи на ин8
тегралы по t от производящих функций спектральных функций Z(t), встре8
чавшихся в основном тексте, но отличаются от них числовыми факторами
(иногда даже бесконечными). Формально это происходит из8за требований
модулярной инвариантности или дуальности (на языке дуально8резонансных
моделей). Менее формально, смысл такого отличия в том, что очень короткие
струны можно рассматривать как высокие возбуждения струн умеренной дли8
ны ~ 1/M. Понимание этого обстоятельства важно, например, при работе
над формализмом "струнной теории поля"; см., например, [311].

Во8вторых, "непертурбативной статсуммой" называется производящая
функция для всех точных корреляционных функций струнной модели, т.е.
функционал, содержащий исчерпывающую информацию о данной модели
(фактически даже о классе моделей). Такое словоупотребление связано с тем,
что при обсуждении непертурбативных эффектов имеет смысл "экспоненци8
ровать" все вершинные операторы (как наивные наблюдаемые, так и "опе8
раторы приклеивания ручки"), т.е. добавить к действию всевозможные воз8
мущения с произвольными коэффициентами ("временами"; термин заимст8
вован из близко связанной с этим вопросом при подходящем выборе базиса
возмущений теории интегрируемых иерархий). "Вакуумная амплитуда" в те8
ории с таким возмущенным действием (просуммированная по всем порядкам
теории возмущений — это и есть "непертурбативная статсумма". Поскольку
экспоненцирование некоторых возмущений может рассматриваться как из8
менение исходной модели (в частности, может нарушать симметрии), непер8
турбативная статсумма — характеристика не столько одной модели, сколько
какого8то класса моделей. В принципе, при включении достаточно большого
набора возмущений этот класс должен содержать все струнные модели: в этом
состоит одна из идей построения "единой теории поля", естественного объе8
динения всех струнных моделей. Примером непертурбативной статсуммы яв8
ляется интеграл, задающий матричную модель Концевича (в данном случае
класс моделей — это все струнные модели, построенные по минимальным
вирасоровским).

СТРУННАЯ МОДЕЛЬ получается калиброванием алгебры Вирасоро в
конформной модели с нулевым центральным зарядом алгебры Вирасоро (если
исходно центральный заряд отличен от нуля, с ним должно быть связано от8
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дельное калибровочное поле, динамика которого обращает эффективный цен8
тральный заряд в нуль). В качестве такой модели можно взять любую кон8
формную модель, дополненную системой репараметризационных духов и по8
лем Лиувилля (характеристики последнего зависят от центрального заряда
исходной модели). Переход к струнной модели в этом случае может быть
интерпретирован как усреднение (интегрирование) по двумерным метрикам.
Наблюдаемые получившейся теории находятся в определенном соответствии
с первичными полями исходной (точнее, некоторого ее пополнения, в част8
ности определенными операторами, изменяющими топологию), а место опе8
раторной алгебры занимает алгебра наблюдаемых, не содержащая зависимо8
сти от положения точек на римановой поверхности. Свойства алгебры наблю8
даемых являются инвариантной характеристикой струнной модели. Имеет
также смысл рассматривать модели, получающиеся калиброванием более ши8
роких киральных алгебр, например Каца—Муди или WG. Калибрование всей

операторной алгебры (по существу, "третичное квантование"; см. [312] по
поводу этого понятия в более специальном контексте) должно давать эффек8
тивную теорию поля в пространстве8времени (которую следовало бы называть
"струнной теорией поля" или "вторичноквантованной теорией струн"). Мно8
гообещающий подход к изучению струнных моделей в непертурбативной об8
ласти связан с гипотезой об их эквивалентности моделям топологической гра8
витации.

СТРУННАЯ ТЕОРИЯ ПОЛЯ — аналог вторичноквантованной теории
частиц (т.е. модели обычной локальной теории поля) для конкретной струнной
модели. Для сравнения: если динамическим принципом первичноквантован8
ной модели скалярных релятивистских частиц является сумма по линиям с

и с определенным правилом ветвления линий, скажем, разрешены
лишь тройные ветвления и каждое входит с весом то во вторичнокванто8
ванном формализме эта же модель описывается интегралом по полям
действием

Обе формулировки немедленно приводят к диаграммам Фейнмана (причем
первая, первичноквантованная, — сразу к выражениям, записанным в

 Струнная модель исходно задается в терминах, аналогичных
первичноквантованной формулировке, и этого, в принципе, достаточно для
развития диаграммной техники, что и делается в ФОРМАЛИЗМЕ СВОБОД8
НЫХ ПОЛЕЙ на римановых поверхностях, причем роль интегралов по па8

в обычных фейнмановских диаграммах, т.е. фактически по длинам
(модулям) линий, играют интегралы по модулям римановых поверхностей,
а подынтегральные выражения строятся из степеней не рациональных, а ри8
мановых тета8функций. Однако запись тех же диаграмм в форме, которую
можно было бы интерпретировать как вторичноквантованную (т.е. в виде фун8
кционального интеграла по струнным полям Ф{C(t)} — функционалам от кон8

туров C{t} в пространстве8времени — с действием
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определенными операциями и умножения полей
вается весьма проблематичной. Формально трудности связаны с необходимо8
стью учесть дополнительные численные множители типа (обратных) объемов
модулярной группы, стоящие перед выражениями для струнных амплитуд;
чуть менее формально проблема — в наличии дуальности (например, экви8
валентности вкладов t8 и s8канальных диаграмм в 48струнную амплитуду).
Эти проблемы менее остры для моделей открытых струн, и в этой ситуации
удается без особого труда предложить искусственные правила определения
струнного действия, воспроизводящие правильные результаты [229]. Для зам8
кнутых струн прогресс менее яркий. О различных идеях, связанных с постро8
ением вторичноквантованной формулировки струнных моделей (преимуще8
ственно простейших — бозонных струн и суперструн); см. [313 — 315]. Имеет
смысл также вопрос о переформулировке на таком языке "непертурбативных
вычислений", т.е. определение эффективного струнного действия после учета
всевозможных деформаций исходной струнной модели и суммирования всех
порядков теории возмущений. Серьезных попыток воспроизвести на этом пути
даже известный результат (непертурбативную статсумму для вирасоровских
минимальных моделей) пока не предпринималось.

СТРУНЫ P8АДИЧЕСКИЕ — аналог струнных моделей, определенный
на P8адических кривых. Поле P8адических чисел Qp — аналог поля вещест8

венных чисел R — получается пополнением множества рациональных отно8
сительно неархимедовой нормы

степень, с которой простое число P входит в разложение раци 

онального числа x на простые сомножители (неархимедовость означает, что
состоит из фор8

мальных полубесконечных рядов

где все ai — элементы конечного поля FP вычетов по модулю P (т.е. числа

из набора 0, 1, ..., P – 1). Поля Q P не являются алгебраически замкнутыми,

т.е. не всякое алгебраическое уравнение с коэффициентами из

Аналог алгебраически замкнутого и полного поля комплексных чисел

С — пополнение алгебраического замыкания

ности об определении P8адических чисел см. в [237, 320, 146]. Удобно считать,
Множество всех простых чисел P, дополненное точкой

падает со "спектром" Spec Z — множеством всех простых идеалов кольца
целых чисел Z. Соотношение между вещественной и P8адическими структу8
рами задается формулой произведения или разложением единицы: для любого
рационального x (т.е. принадлежащего любому Это утверж8

дение можно сформулировать также в терминах аделей.
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Кольцо аделей образовано последовательностями

с некоторыми дополнительными ограничениями; рациональные числа образуют в нем

подгруппу главных аделей, состоящую из элементов вида X = (х, х, х, ..., х, ...). Подробнее об аде8
лях и иделях см. [321]. Возможная философия, связанная с аделями и с формулой произведения,
состоит в том, что все "естественные" физические величины тривиальны (равны единице?), если
рассматривать их над кольцом аделей (или хотя бы главных аделей), а не над обычными числами:

Существование нетривиальных физических величин можно после этого

интерпретировать как результат "нарушения симметрии": по каким8то причинам мы имеем воз8
можность видеть лишь одну (вещественную) составляющую, чья нетривиальность, однако, пол8
ностью компенсируется "невидимой" Р8адической компонентой. Как мы увидим чуть ниже, по8
мимо нормы к числу таких "естественных" функций относятся струнные меры (опре8

деленные по деревьям Брюа—Титса), а возможно, и некоторые струнные амплитуды, по крайней
мере амплитуда Вирасоро.

Римановы поверхности могут рассматриваться как алгебраические кривые
над полем комплексных чисел (т.е. как заданные алгебраическими уравне8
ниями 18мерные комплексные многообразия), модули комплексной структуры
при этом связаны с коэффициентами уравнений. Одно и то же уравнение
может быть рассмотрено не только над полем комплексных чисел, но и над
другими полями, в том числе над QP, в этом случае говорят об арифметических

многообразиях. При таком изменении точки зрения невырожденные кривые
могут стать вырожденными. (Например, заданная уравнением

эллиптическая кривая (тор), не вырожденная над R или
имеет кратные точки, как кривая над QP, если

Показатель степени п характеризует степень вырождения
арифметической кривой над данной точкой P кольца Spec Z.) Различные ве8
личины, определенные на алгебраических кривых, в том числе функции Грина
и детерминанты операторов Лапласа, могут рассматриваться и на арифмети8
ческих. При фиксированном многие из такого рода объектов постоянны
(и равны 1) на пространстве модулей, за исключением точек, где кривая вы8
рождается. (Для того же примера эллиптической кривой

а его аналог в точке P спектрального кольца —

mod P.) В этом смысле фор8

мула произведения разлагает эти величины в произведения элементарных
P8адических составляющих, все значение которых набирается в сингулярных
точках пространства модулей. Развитием такого рода идей является теория
Аракелова—Фалтингса для дивизоров и высот (функций Грина) на арифме8
тических кривых, рассматриваемых над Spec Z [146] (в этой же книге описано
приложение этих идей к доказательству теоремы Морделла — ослабленной
формы Великой теоремы Ферма, а также дано определение МЕРЫ МАМ8
ФОРДА). Детерминанты и функции Грина операторов Лапласа на кривых
над Q P могут быть определены с помощью гауссовых функциональных ин8

тегралов с полями, "живущими" на деревьях Брюа—Титса [50]; см. [51].
Этот формализм — прямой аналог формализма Полякова для обычных от8
крытых струн. P8адический аналог замкнутых струн требует адекватного опи8
сания кривых над (а не над QP) и пока неизвестен.
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Еще одним замечательным фактом из теории P8адических струн является
(неожиданная!) справедливость формулы произведения для (некоторых?)
струнных амплитуд — интегралов по пространствам модулей. Нетривиаль8
ным является то, что для P8адических амплитуд интегралы определены по8
своему — как интегралы по P8адическим числам; и в этом смысле в формулах
для струнных амплитуд разложение единицы как бы коммутирует с интег8
рированием. Простейший пример этого явления — разложение формулы Ве8
нециано для 48точечной функции на сфере [322], других изящных примеров
пока неизвестно. Причины возникновения такого "аделического" свойства у
интегралов (каких?) по пространствам модулей остаются совершенно неяс8
ными; см. также [50]. О другой концепции P8адических струн см. [323].

СУПЕРСТРУНА — специальная струнная модель, получающаяся GSO8
проекцией из фермионной струны. Последняя — 28мерно8суперсимметричное
обобщение модели бозонных струн, естественный синтез моделей Невье—
Шварца и Рамона (NSR).

В связи с моделью Невье—Шварца стоит отметить любопытный (и тоже символичный) факт:
эта струнная модель была первым примером суперсимметричной системы — с нее начинается
изучение суперсимметрии в физике. (Алгебра суперсимметрии как математический объект была
открыта ранее Гольфандом и Лихтманом [102].)

В критической размерности D = 10 суперструна не имеет тахионных воз8
буждений и обладает пространственно8временной суперсимметрией. Крити8
ческая суперструна может быть также описана в формализме Грина—Шварца,
в котором эта суперсимметрия реализована явно и отсутствуют двумерные
поля с полу целым спином на мировом листе. Модель предложена в [55]; в
[37] доказано сокращение однопетлевых расходимостей и аномалий для ка8
либровочной группы SО(32). В [38] сформулирована близкая модель ГЕТЕ8
РОТИЧЕСКОИ СТРУНЫ с калибровочной группой также свободная

от аномалий. Различные подходы и результаты, относящиеся к супер8 и ге8
теротическим струнам, описаны в [21]. О суперструнах на римановых повер8
хностях в обоих формализмах (NSR и Грина—Шварца) и о проблеме (до сих
пор незавершенного) доказательства конечности во всех порядках теории воз8
мущений см. [131].

ТЕОРЕМА БЕЛАВИНА—КНИЖНИКА — в широком смысле утвержде8
ние о точном смысле голоморфной факторизации мер на пространствах мо8
дулей, интегралы от которых задают корреляторы струнных моделей. В этом
смысле является широким обобщением замечания о голомофрной фактори8
зации, сделанного в [58] при определении рациональных конформных моде8
лей на римановой сфере. Собственно в работе [135], открывшей фундамен8
тальную роль комплексной геометрии в теории струн, рассматривалась модель
268мерных бозонных струн. Было доказано, что мера на пространстве модулей
римановых поверхностей рода g, отвечающая g8петлевому вкладу в статсумму
(вакуумную диаграмму), равна квадрату модуля голоморфного сечения рас8
слоения Мамфорда (меры Мамфорда), деленному (при удачном в определен8
ном выборе сечения) на det(Im T)13 (для где T — матрица периодов
поверхности, а 13 — деленное на два число некомпактных измерений про8
странства8времени. Полюсы меры на границах пространства модулей иден8
тифицировались как связанные с существованием тахионных и дилатонных
возбуждений.
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ТЕОРЕМА ДУСТЕРМАА—ХЕКМАНА — утверждение о "точности ква8
зиклассического приближения", т.е. о возможности замены интеграла с дей8
ствием S на сумму по решениям уравнений движения при выполнении
двух условий: 1) глобальном действии компактной группы на пространстве
интегрирования, 2) согласованности динамического принципа и симплекти8
ческой структуры с этим действием. Теорема доказана для конечномерных
интегралов в [104 — 106]. В бесконечномерной ситуации она превращается
в утверждение о суперсимметричных квантовых теориях специального вида
[107, 108]. При формулировке квантовой механики в терминах пространства
петель глобальное действие компактной группы U(1) может быть задано как
репараметризация контура. На этом пути может быть получена симплекти8
ческая интерпретация суперсимметричных моделей и ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
НИКОЛАИ [103]. Теорема Дустермаа—Хекмана тесно связана с эквивален8
тными когомологиями, теоремами об индексе и другими актуальными про8
блемами.

ТЕТА8ФУНКЦИИ — специальные функции, необходимые для вычис8
лений, связанные с римановыми поверхностями. Наиболее известны эллип8
тические функции, отвечающие роду g = 1, которые могут быть определены
как в терминах эллиптических интегралов, так и в форме бесконечных рядов.
Такие две возможности отвечают возможности описать поверхность рода
g = 1 соответственно как комплексную эллиптическую кривую и как плоский

эти два описания уже совпадают: обобщением первого является
задание поверхности как алгебраического многообразия (и за исключением
некоторых случаев типа гиперэллиптических кривых это весьма неэффек8
тивный или, no8крайней мере, неразработанный метод), обобщение второго
определяет не саму поверхность, а g8мерный комплексный тор (ЯКОБИАН),
в которую поверхность голоморфно вложена отображением ЯКОБИ. По яко8
биану поверхность восстанавливается однозначно. Аналог эллиптических те8
та8функций для якобиана легко строится в форме p8кратных рядов и назы8
вается тета8функциями Якоби. Их обратный образ на самой поверхности на8
зывается тета8функциями Римана, которые весьма сложны. Проблемой (ПРО8
БЛЕМОЙ ШОТТКИ) является даже описание множества g8мерных торов,
являющихся якобианами каких8нибудь поверхностей. Ключевой в теории ри8
мановых тета8функций является теорема Римана о нулях, описывающая образ
поверхности в ее якобиане в форме трансцендентного уравнения, записанного
в терминах тета8функции Якоби. Теорема гласит, что на поверхности рода
g могут быть выбраны точки  ...,  так, что для любых иных точек

Из8за того, что g – 1 точек могут быть выбраны совершенно произвольно, это
уравнение выделяет подмножество коразмерности g – 1 в g8мерном якобиане,
т.е. 18мерное комплексное подпространство, которое и является образом
поверхности. Чтобы пользоваться этой теоремой, надо иметь какую8то
информацию о точках они являются голоморфными функци8

ями на пространстве модулей (это то, что названо в основном тексте "ин8
формацией о нулях" тета8функции). Кроме того, полезно знать само преоб8
разование Якоби



160 А.Ю.МОРОЗОВ [Т. 162

т.е. формулы для канонических 1 8дифференциалов на поверхности. Фор8

мализм безмассовых свободных полей выражает многопетлевые корреляторы
через всю совокупность специальных функций Поскольку эти объекты
не независимы, это не является исчерпывающим решением задачи. Некоторым
утешением может служить тот факт, что если какая8то явная параметризация
поверхности задана, все эти величины могут быть легко определены и под8
ставлены в общие формулы, выведенные в указанном формализме (см. пример
этой процедуры в [244] в простейшем случае гиперэллиптических поверхно8
стей). Общие сведения о тета8функциях см. в [133, 134].

ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ ГРАВИТАЦИЯ — так по предложению Э. Виттена
называется специфический подход к определению струнных моделей — путем
постулирования производящей функции топологических инвариантов про8
странств модулей расслоений над римановыми поверхностями, в качестве пол8
ной непертурбативной статсуммы модели. Поскольку топологические инва8
рианты неизбежно чувствительны к устройству границ пространства модулей,
такое определение может быть совместным с условиями факторизации, свя8
зывающими вклады различных топологий в струнных моделях. В применении
к топологической гравитации роль этих условий и одновременно алгебры на8
блюдаемых играет набор так называемых рекурсионных соотношений. Про8
стейший пример — собственно 28мерная топологическая гравитация Виттена
[120], в которой рассматривается производящая функция классов Черна ди8
визоров на обычном пространстве модулей поверхностей с выколотыми точ8
ками. Эта функция может быть переписана в форме матричной модели Кон8
цевича (с потенциалом V(X) = X3) [129] и совпадает [186] с двойным скей8
линговым пределом обычной матричной модели, т.е. с полной непертурба8
тивной статсуммой 28мерной квантовой гравитации. Рекурсионные
соотношения в этом случае могут быть записаны также в форме условий Ви8
расоро, наложенных на полную статсумму, а сама статсумма является
кцией иерархии Кортевега8де Фриса. Хотя нет сомнений в общем характере
этой схемы, аналогичных по полноте результатов (о конкретной связи топо8
логических характеристик пространств модулей с непертурбативными стат8
суммами струнных моделей и интегрируемых иерархий) для
других случаев пока нет. Отдельные фрагменты см. в [186, 187 — 190, 316].

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ — квантовомеханические или кванто8
вополевые теории, все корреляционные функции в которых не зависят от
выбора координат и метрики как в пространстве8времени, так и в других про8
странствах, участвующих в определении теории. Это позволяет использовать
корреляционные функции в качестве топологических инвариантов указанных
пространств. Распространенный способ задания и исследования широкого
класса топологических моделей — функциональный интеграл с классическим
действием, не зависящим от координат и метрик. Необходимым требованием
к такой теории является также инвариантность меры в функциональном ин8
теграле, в частности отсутствие квантовых аномалий. Исторически первый
пример топологической модели — теория антисимметричных тензорных по8
лей, рассмотренная А. Шварцем [231] в связи с вычислением кручения Рэя—
Зингера. В общем виде идея топологических моделей сформулирована Э. Вит8
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теном [65, 120]. Вареные примеры — топологические теории Янга—Миллса
и топологические сигма8модели. Как правило, в четномерных теориях такого
типа в качестве действия используются топологические заряды (например,

а в нечетномерных — весс8зуминовские члены (например, дей8

ствие Черна—Саймонса Трехмерная МОДЕЛЬ ЧЕР8
НА—САЙМОНСА [117, 118] получила наибольшее развитие, поскольку она
связана с другими актуальными проблемами — классификацией топологиче8
ских типов 38мерных пространств (теорией узлов) [66], двумерными конфор8
мными теориями и квантовыми группами. Первые результаты о 58мериом
аналоге модели Чернa—Саймонса см. в [287]. Математическим аппаратом
топологических моделей является теория БРСТ8когомологий (по существу,
идентичных эквивариантным когомологиям). Открытым является вопрос о
возможности описания в таких терминах топологических теорий общего вида,
в которых зависимость от метрических характеристик имеется в классическом
приближении, но исчезает после полного вычисления функционального ин8
теграла. Примеры такого рода — теории квантовой гравитации, в том числе
в двух измерениях, — струнные модели. Альтернативный подход к заданию
топологических моделей заключается в рассмотрении производящих функций
топологических инвариантов различных пространств (модель зависит от вы8
бора как пространства, так и класса инвариантов). Вопрос об условиях (в том
числе о выборе адекватного и "полного" базиса в пространстве топологических
инвариантов), при которых такая производящая функция может рассматри8
ваться как статсумма какой8нибудь полевой теории, остается открытым. Если
рассматриваемое пространство имеет отношение к пространству метрик, го8
ворят о ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ГРАВИТАЦИИ. В двумерной ситуации модели
топологической гравитации описывают топологию пространств модулей ри8
мановых поверхностей и расслоений над ними и тесно связаны со струнными
моделями. К наиболее ярким из уже полученных результатов следует отнести
(ныне доказанную в простейшем случае) гипотезу Виттена о связи топологии
и интегриуемости: статсуммы (некоторых?) моделей топологической грави8
тации являются  интегрируемых иерархий.

ФОРМАЛИЗМ БЕЗМАССОВЫХ СВОБОДНЫХ ПОЛЕЙ состоит из двух
основных частей. Первая — теория самих свободных полей на римановых
поверхностях. Она выражает все корреляторы через тета8функции Римана и
их нули, точнее — через набор точек R1, ..., Rp–1 на поверхности таких, что

грассманова b, с8система со спином j у одного и 1 – j у другого поля и действием
аналогичная бозонная и аналог скаляра, но с ограниченной

областью изменения (поле со значением на отрезке или луче — простейших
примерах орбифолдов). Первые три типа полей описаны в [125, 158], о мно8
гопетлевых вычислениях для полей последнего типа (они используют теорию

(преобразование Якоби). Имеются четыре тесно свя8
занные, но различные системы безмассовых свободных полей: скаляр с дей8
ствием
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многообразия Прима [308]) см. [317, 318]. Имеет смысл также рассматривать
многокомпонентные свободные скаляры, с граничными условиями, смешива8
ющими компоненты, — теории свободных полей со значениями в торах и
торических орбифолдах. Случай торов легко сводится к одномерному, случай
орбифолдов в литературе исчерпывающим образом не разобран (за исключе8
нием g = 1); см. [319]. Вторая составляющая формализма свободных полей —
сведение к гауссовым интегралам различных конформных моделей (в таком
контексте этот формализм иногда называют бозонизацией или представле8
нием кулоновского газа). Для вирасоровских минимальных моделей это было
сделано В. Доценко и В. Фатеевым [161]. Переход к свободным полям в модели
ВЗНВ см. в [158, 261], в ее редукциях — [131, 209]. О модели суперструны
Грина—Шварца см. [131]. Об аналогичном подходе к 28мерной гравитации
см. [122— 126].

это коррелятор свободных полей (удобнее всего — спи8
на римановой сфере с двумя отмеченными

точками вида

Оператор G строится по точке грассманиана Сато [169, 170 ] (задаваемой мат8
рицей Amn); если она к тому же принадлежит грассманиану Сигала—Вильсона

быть интерпретирована как коррелятор на соот8
ветствующей римановой поверхности, а сам оператор G — как адекватная
комбинация операторов приклеивания ручки к римановой сфере. Как след8
ствие очевидного тождества

Из8за того что "поправка" к действию, H + log G, квадратична по фермион8
ным полям, при вычислении корреляторов можно пользоваться те8

оремой Вика. После преобразования Мивы



для любых наборов времен Разложение уравнений Хироты в ряд
по степеням дает систему интегрируемых уравнений — иерархию

КР. При дополнительных ограничениях на форму G получаются редукции
КР8иерархии, в том числе КдФ (sl(2))8, Буссинеска (sl(3))8 и другие sl(n)
(или просто п)8редукции (отметим также, что для G из грассманиана Сига8
ла—Вильсона условие sl(2)8редукции состоит в том, что риманова поверхность
должна быть гиперэллиптична). Наоборот, если в исходной конструкции поля

принимали значения в многомерных (а не линейном) расслоениях над
римановой поверхностью, получаются более общих иерархий. При
анализе струнных моделей возникают, во8первых, в параметри8
зации Мивы — просто как корреляторы свободных полей на римановых по8
верхностях, а во8вторых, на этот раз в нетривиальном месте — как непер8
турбативные статсуммы. Эти две роли отражают более общий факт
появления римановых поверхностей (точнее, точек грассманиана Сато) в те8
ории струн в двух различных ипостасях — как мировых поверхностей струн
и как параметров на множестве различных струнных моделей. Глубокое по8
нимание, а затем и эксплуатация этого факта — одна из ближайших задач
теории струн; см. по этому поводу [40, 41]. Из8за эквивалентности ряда струн8
ных моделей моделям топологической гравитации появление
ли непертурбативных статсумм означает, что  имеют также топо8
логический смысл [120, 129, 186] (отметим в этой связи, что в модели Кон8
цевича оператор G выражается через потенциал V(X) (см. [186]); в общем
случае при рассмотрении непертурбативных статсумм оператор G задается
"струнным уравнением"). Связь между интегрируемостью и топологией, а
также топологический и/или алгебро8геометрический смысл струнного урав8
нения пока также остаются непонятыми.
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